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Resumé

Dette dokument er en gennemgang af de eksamensspgrgsmal der
blev stillet til den mundtlige eksamen i MAT10, januar 2002 pd Aar-
hus Universitet. Gennemgangen bygger pa bogen Linear Algebra af
Fraleigh & Beauregard, tredje udgave. Du kan bruge dokumentet pa
de samme vilkdr som jeg, nemlig pa eget ansvar.

1 Lgsning af linezere ligningssystemer

En matrix En matriz er en kortere notation for et liniert ligningssystem. Har
vi n linezere ligninger med m ubekendte:

anxy +apx2+ -+ apmXm = by

azix1+ apxa+ -+ armXm = by

An1X1 + an2X2 + -+ + ApumXm = bn,

s& skriver vi det som Ax = b:

apnl a2z ... Q| [x1 by
ar ax ... Qm| [x2 b2

=1 . 1. (1.2)
an1 Gn2 ... OGnml | Xn bn

Elementzer rekkeoperation Man kan lave tre elementere rekkeoperationer
pa et ligningssystem: Man kan ombytte to reekker, man kan skalere
en rekke og man kan addere et multiplum af en raekke til en anden
rekke.

Invarians af Igsningsmangden under ERO Lgsningsmaengden zendres ikke ved
elementzere raekkeoperationer.
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Ved raekkeombytninger og reekkeskaleringer sker der ingen endring af
Igsningsmeengden, da disse operationer blot svarer til normale reduce-
ringer af ligninger i et ligningssystem.

Ved skalering og addition af én raekke til en anden rakke, bliver 1gs-
ningsmengden ikke gjort mindre. Vi har altsd at L C L/, hvor L er
lgsningsmaengden for det oprindelige system [A|b], mens L’ er Igsnings-
mangden for [A’[b’].

Men da [A’|b’] ~ [A|b], gzlder der ogsd at L’ C L, hvilket medfgrer at
L=1L".

2 Invers matrix

Invertibel matrix Hvis AC = CA =1, er A wnvertibel, og C kaldes A’s invers.
Vi skriver A~ i stedet for C.

FB 1.9 Entydighed af invers Hvis AC=DA =1,sder C=D.
Vi regner pd D(AC) og far

{D(AC) =DI=D
DAC = , (2.1)
(DA)C=1IC=C

hvilket mé betyde at C = D.

FB 1.11 Kommutivitet af invers Hvis CA =1,sder AC =1L

Antag at AC = 1. S& har ligningen Ax = b en lgsninge for alle b € R™,
da Cb altid vil veere en lgsning. Det fortealler os, at A er raekkeakvi-
valent med identitetsmatricen. Vi ved altsd nu, at

A~1& (E¢---EE1)A=1 og AC=1L (2.2)

Den inverse er entydig, s C = E--- EyEq, hvilket giver os at CA = L.

3 Vektorrum og underrum

Vektorrum Et vektorrum er en meaengde af vektorer, der opfylder en rakke
regler for addition og skalarmultiplikation.

Underrum W er et underrum af V, hvis det er lukket under addition (3.1)
og skalarmultiplikation (3.2):

VuveW:u+veW (3.1)
VueWreR:tueW (3-2)
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5 BASIS FOR VEKTORRUM 3

Basis Se definitionen péd denne side.

Unik lineer kombination En mangde af vektorer B = {b1,b,,..., b} udger
en basis for W, hvis de udspander W, og

by +rbo+ -+ rbm=0=>r1=1=-- =1, =0 (3.3)

Antag fgrst at B er en basis for W. Dari=ry=---=r,, =0eren
lgsning til (3.3), er der ikke andre, da lgsningen er entydig.

Antager vi modsat, at 0b; +0b, + --- 4+ 0b,, = O er den eneste line-
arkombination der giver nulvektoren, men at v € W kan opskrives pa
to forskellige mader:

b1+ mbo+ -+ rb=vVv
s1b1+sby+ - Fsbm =, (3.5)

Det betyder at
O=(r1—s1)br+(r2—s2)ba+ -+ (Tm —Sm)bm, (3.6)

hvilket videre giver os at r{ — s; = 0, sddan at r; = s;. Man kan altsa
kun opskrive v som en linearkombination af elementer fra B pa én
made.

4 Linexr uafhangighed

Afhzngighedsrelation Vi siger, at der er en afhengighedsrelation mellem en
meengde af vektorer, hvis ligningen

TIVI +Tvo + -+ Tv =0 (4.1)
har andre lgsninger end den trivielle vy =1, =--- =1, =0.
Unik linezer kombination Se sztningen pa denne side.

Invarians under linizere transformationer Hvis B = {b7,b>,..., by} er uafhsn-
gige vektorer i V, og T : V — V' er en linier transformation, si er
B’ ={T(b;1),T(b3),...,T(bn)} ogsd en uafthaengig maengde.

5 Basis for vektorrum

Basis En meengde af vektorer udggr en basis for et vektorrum, hvis de er
uafheengige og udspaender rummet.
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Antal frembringende og uafhengige vektorer Hvis wi,wW;, ..., Wy er frembrin-
gende vektorer i W og vq,Vvy,..., vy er uathengige vektorer i W, s&
er k > m.

Vi laver et modstridsbevis ved at antage, at k < m. Alle v; kan skrives
som en linearkombination af wj:

Vi =apiwi + axiwy + - -+ + QriWk

V) = aipwi + apwo + - -+ oW

(5-1)
Vi = A1mW1 + armW2 + -+ + QemWik

Ved at udregne x1vqi + x2v2 + - -+ + XV kan vi finde en afhaengig-
hedsrelation. Vi kan fa summen til at give 0 hvis der er en lgsning
til

x1air +x2a12+ -+ xmaim =0

X1021 + %2022 + -+ + Xm02m =0

(5.2)

X101 +X2012 + -+ - + XmQgm = 0

Det er der altid, da der er m ubekendte, men kun k ligninger, hvor
k < m ifglge antagelserne. S& vq,vy, ..., vy, er altsd ikke uaftheengige,
hvis m > k.

Eksistensen af en basis Ethvert underrum W C R™ har en basis og kan skrives
som W = sp(w7,wy,...,Wy) hvor k < n.
Lad W # {0}. For at finde en basis for W, starter vi med en vektor
w1 # 0. Hvis sp(wq) = W er vi feerdige, ellers veelges endnu en vektor
w) sddan at w; og w; er uafhaengige. Det kan lade sig g@re, da der
findes vektorer i W, der ikke er en linearkombination af w;. Hvis
sp(wi,wy) = W er vi feerdige, ellers fortsettes der pd samme made.
Processen stopper efter et endeligt antal trin, da der hgjst skal bruges
n vektorer til at udspaende W.

Hvis W = {0}, s& er W = sp(0}, men da 10 = O for all v € R, er
B = {0} ikke en basis for W. Vi definerer derfor basis til at veere
B = {}. Dimensionen bliver saledes 0.

Dimension af et underrum Se definitionen pa den fglgende side.

Invarians af dimension Se satningen pa neste side.
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7 KOORDINATISERING AF VEKTORRUM, BASISSKIFT 5

6 Dimension og rang

Dimension af et underrum Antallet af vektorer i en basis for underrummet
siges at veere dimensionen af underrummet.

Invarians af dimension To forskellige baser for det samme underrum, vil besta
af det samme antal vektorer.

Lad B og B’ veere to baser for W med k og m vektorer. Vi har s k
vektorer der udspender W, og m uathangige vektorer. Det betyder
at m < k. Men omvendt har vi ogsd m frembringende vektorer og k
uathangige vektorer, s k < m. Altsd er k = m.

Rangen af en matrix Dimensionen af sgjlerummet og raekkerummet er den
samme for en matrix og kaldes rangen.

Rangligningen (Grassmans dimensionsformel) Antallet af sgjler med pivot, plus
antallet af sgjler uden giver tilsammen det totale antal sgjler. Lad

A € Mat, (F):
rang(A) + nullity(a) = n. (6.1)

7 Koordinatisering af vektorrum, basisskift

Ordnet basis Ved en ordnet basis forstdr man en basis hvor raekkefglgen af
elementerne har betydning. Man skriver B = (bq,by,...,by).

Koordinat vektor Man kan koordinatisere vektorer i et abstrakt vektorrum V
efter en ordnet basis. Vi skriver vg for koordinatvektoren for v € V
med hensyn til den ordnede basis B.

Hvisv =711b1 +1bs+ - +1¢brer vg = [r1,12,..., 71l
Basis matrix Hvis B = (b1, b>,..., by ), kalder vi matricen
| |
MB = b] bz bn (7.1)

for basis matricen hgrende til B. Vi ser at

v = Mgvg (7.2)

Basisskiftematrix Man kan koordinatisere efter forskellige ordnede baser. Hvis
bade B og B’ er ordnede baser, gelder der at

v = MBVB = MB’VB’) (73)
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og da bade Mg og Mg’ er invertible matricer, kan vi finde vg/:
VB = MEJMBVB- (7.4)

Matricen Cgpr = Mg,]MB kaldes koordinatskiftematricen fra den
gamle base B til den nye base B’. Man finder Cp p/ sledes:

[Mg/[Mg] ~ [I|Cg p]. (7.5)

8 Determinanter

Minor For en n X n matrix A, er minor matricen Aj; lig A, blot er den
i'te reekke og den j'te sgjle fjernet. Resultatet eren (n—1) x (n —1)
matrix.

Cofaktor Til udregning af determinanter skal man bruge cofaktorer. Den 1,j
cofaktor er givet ved

a{j = (—1)i+j det(Ay;) (8.1)
Determinanten Vi definerer determinanten for en matrix rekursivt:

det(a) = arjaj; + anaj; + - + amajy, (8.2)

I (8.2) udvikler vi efter fgrste reekke. Man kan udvikle efter en vilkarlig
raekke eller sgjle.

Determinanten af en triangulaer matrix Det er szerlig nemt at udregne determi-
nanten af en trianguleer matrix — determinanten er blot produktet af
diagonalindgangene.

Lad U vere en gvre trianguleer matrix:
Ui w2 o0 Un

Uz - Uon
U= . . (8.3)

0 Yo

Ved hele tiden at udvikle efter fgrste s@jle i hver minor, bliver deter-

Copyright (© 2002, Martin Geisler
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minanten:
U2 U2z -+ Uin
uzz -0 Upp
det(U) = uqq ) ]
Ugqq - Uon
=Uujju2

0 .

=Uiuz2 - - Unn

Transponering Ved transponering zndres determinanten ikke: det (AT) =
det(A).

Det er trivielt at konstatere at rigtigheden for 2 x 2 matricer — vi vil
som induktionsantagelse g& ud fra, at udsagnet passer op til (n—1) x
(n — 1) matricer. Lad s& A € Mat,, og st B=AT. Sa er

det(A) = arrlAn| — araArzl + -+ (=)™ Ma Al og  (85)
det(B) = b11/B11| — b21[Boil + - -+ (—=1)" " by1Bral, (8.6)

hvor aj; = bj; da AT = B. I fglge induktionsantagelsen er |Ay5] = [Byl,
hvilket betyder at begge ligninger er ens.

Rakkeombytning Determinanten skifter fortegn ved raekkeombytning.

Vi ser pa tilfzeldet n > 2, og antager at saetningen er sand i tilfeeldene
op til n—1. Vi lader B veere matricen der fremkommer ved ombytning
af i'te og r'te rekke i A. Vi valger en tredje rekke, k, og udvikler
efter denne. Ser vi pa to cofaktorer:

(=1)*NAgl  og  (=1)YByl, (8.7)

s& har de modsat fortegn ifglge vores induktionsantagelse, da Ay; og
By; er ens péneer en reekkeombytning. Da ay; = by; konkluderer vi at
det(A) = —det(B).

Ens rekker Hvis to raekker er ens, sd er determinanten lig 0.

Ved ombytning af de to ens raekker i A, far vi en matrix B. Der geelder
s& at det(A) = —det(B). Men da A = B, betyder det at det(A) =
—det(A). Derfor har vi at det(A) = 0.
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Raxkkeskalering Hvis den i'te raekke i A skaleres med en faktor r, skaleres
determinantenn ogsd med en faktor r.

Vi udvikler efter den i'te reekke i B, og far

det(B) = byybly + bizbly + - - + binbl,
= Taij (1{1 + Taizailz + -+ rainai/n (88)
= rdet(A)

Vi benyttede, at by; = ay;, da minorerne er ens.

Rakkeskalering og addition Hvis man legger r gange den i'te raekke til den
k’te reekke i A, zendres determinanten ikke.

For den resulterende matrix B geelder s&, at by; = ay; +ray. Vi finder
determinanten af B ved at udvikle efter k’te raekke:

det(B) = by1by; + brabio + - - + binbin
= (a1 +ran)ay + (a2 +rap)ag, + -+ + (akn + T@in) Al
=det(A) + r(aitay; + ai2aio + -+ + AinQyy,) = det(A)
(8.9)

Vi benyttede os fgrst af, at by; = a;;. Derneest benyttede vi at den
sidste parentes var determinanten af en matrix C, der er fremkommet
ved at sxtte den k'te reekke i A lig den i’te raekke. Der er sdledes to
ens raekker i C.

Invertibel matrix En matrix A er invertibel hvis og kun hvis, det(A) # 0.

Vi kan raekkereducere A til REF H uden at lave raekkeskalering, sddan
at det(A) = £det(H). A er invertibel hvis og kun hvis der er en
pivot i hver raekke, diagonalen skal altsd bestd af ikke-nul indgange.
Determinanten af H er lig produktet af diagonalindgangene, hvilket er
forskelligt fra O preecis nar der er pivot i alle raekkerne.

9 Cramers regel

Cramers regel Lgsningerne til ligningssystemet Ax = b, hvor A er en inver-
tibel matrix, kan skrives som

det(Bk) ( )
X = 1
KT det(A) 9
hvor x = [x1,%2,...,%xnl, b = [by,by,...,bn] og By er matricen der

fremkommer ved at man skifter den k'te sgjlevektor i A ud med b.
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Vi starter med at lade Xy veere fglgende matrix:

100 -« x 0 -~ 0
010 -~ x 0 -+ 0

Xie = 000 --- x 0 --- 0| (9-2)
000 -+ xp O --- 1

Xy er identitetsmatricen med den k'te sgjlevektor udskiftet med x.

Produktet AXy giver By, hvilket giver os at
det(A) - det(Xy) = det(By) (9-3)

Ved at udvikle efter den k'te raekke, ser vi at det(Xy) = xx. Og da A
er invertibel, ved vi at det(A) # 0, sddan at x; = det(By)/ det(A).

Adjoint 7

10 Egenvardier og egenvektorer

Egenvaerdi, egenvektor En skalar A kaldes en egenveerd: og en vektor v # 0
kaldes en egenvektor, begge tilhgrende en matrix A, hvis

Av = Av. (10.1)

Karakteristisk polynomium Ligning (10.1) kan omskrives til (A —AI)v = 0. Det
er et homogent system, og et sddant har en ikke-triviel lgsning preecis
nar det(A — Al) = 0. Det karakteristiske polynomium er Pa(A) =
det(A — Al) og egenveerdierne er rgdderne i Pa.

11 Cayley-Hamilton s&tningen

Cayley-Hamilton s@tningen Enhver matrix A € Mat,,(F), hvor legemet F er
enten R eller C, tilfredsstiller sig eget karakteristiske polynomium:

Pa(A) =pol +P1A+ - +pn gAY 4 pr A= 0. (11.1)

Vi ved, at Pa(A) = det(A — Al) er et polynomium i A af grad n:

PaAN) =po+piA+---+ pnq)\n_] +pnA™ (11.2)
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Vi sztter s& B = adj(A — Al). B, kan s& udtrykkes som et polynomie
iAafgrad n—1:

By =adj(A —AI) =Bo+BiA+ -+ + B A" 24+ B A", (11.3)
hvor alle B; er n x n matricer. Den hgjeste grad af A ernun —1, da

B bestar af determninanter af minorer fra A, derer (n—1) x (n—1)

matricer.
Vi kan nu udnytte fglgende identitet M adj(M) = det(M)I:
(A —Al)adj(A —Al) =det(A —ADI =
(A — AD)By = PA(AL (11.4)

Indseetter vi nu de udtryk for Po(A) og By vi fandt i (11.2) og (11.3)
fas fgrst (A — AI)Ba:
(A—=ADBxr= (A —AD)(Bog+BiA+ -+ +Bp A" 2+ B A™ )
= ABo+ (AB; —Bo)A+ (AB, — B1)A? + - --
+ (ABn_1 —Bn 2)A™ 4 (=B 1)A"
(11.5)
Nar vi sammenligner koefficienterne i (11.5) med de tilsvarende koef-
ficienter i Pao(A)I = pol + (P1DA+ -+ (pr1 DA™ + (pal)A™, s& ser
vi at
ABo = pol
AB1—Bo=pil
(11.6)
ABn 1 —Bn2=pn
—Bn,1 = pnI

Vi multiplicerer nu den fgrste ligning i (11.6) med I, den anden med
A, den tredje med A? og sa videre, alt sammen fra venstre:

ABo = pol
A’B; — ABo=piA

: (11.7)
A™Byp_1 — A" 'Bps = png AT
—A"Br_1 =pn A"
Vi kan nu se, at Pa(A) = O idet
Pa(A) =pol + p1A + -+ pnA” (11.8)

= ABo+ (A’B; —ABgo) 4 --- + (—A"B,— 1) = O.
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12 Diagonalisering

Egenvardier og -vektorer Hvis Aq,A2,..., A er skalarer, og vi,vy,..., v €r
ikke-nul vektorer, og

" 0 o |

D= ) og C=1{vy vo2 -+ wvu|, (12.2)
O ' | |
An

sd er AC = CD hvis og kun hvis skalarerne er egenveerdier for A og
vektorerne er de tilhgrende egenvektorer.

Vi starter med at udregne AC:

|
AC=A vy vo -+ vu| =|Av; Avy -+ Av, (12.2)

Vi udregner ogsd CD:

_ A

o 1. 0
CD=1{vqy vy - wvu .

LI | h

0 M) (29)
[ | |
= [Mvi Av2 oo Apvn
L | |

Vi ser altsd, at AC = CD hvis og kun hvis Av; = Av;, og det er jo
netop sandt nar A; og v; er egenveerdi og egenvektor for A.

Uafhangighed af egenvektorer Hvis v{,v;,..., v, er egenvektorer for A hg-
rende til forskellige egenveerdier A1,A2,...,An, S8 er {v{,vo,..., v}
uafheengige, og A er diagonaliserbar.

Vi laver et modstridsbevis, hvor vi antager at vy kan skrives som en
linearkombination af {vq,vs,...,vx_1} der sd er uathengige:

vi=dvi+dyva+ -+ dr1vi. (12.4)
Vi ganger fgrst med Ay:

Mk = diAvy + doMevy + -+ de 1 Ak Vi, (12.5)
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13

og dernzest med A, hvor vi husker at Av; = Avy:
MV = diA vy + doAovo 4+ - - + d— 1 Ak—1Vk—1. (12.6)

De to ligninger traekkes nu fra hinanden, hvorved vi far en afhengig-
hedsrelation mellem vi,vy,...,Vi_1:

0=di(A—MJvi+d2(A2—A)va+- - -+ die1 (A1 — Ak vt (12.7)

Her er alle koefficienterne tkke lig 0: der er mindst én af di'erne der
er forskellig fra nul i fglge (12.4), og da alle Ai’erne er forskellige,
er parenteserne ogsa alle forskellige fra nul. Vi har nu en modstrid,
idet meengden {vy,Vv>,..., v 1} ikke er uathengig, hvilket strider mod
antagelserne. Derfor kan vy ikke veere en linearkombination af de andre
v; og egenvektorerne er sdledes alle uafhaengige.

Indre produkt

Indre produkt Et indre produkt er en operation i et vektorrum, der knytter

et reelt tal til et par af vektorer. Man skriver (v,w) for det indre
produkt mellem v og w. Et indre produkt skal opfgre sig som det
prikprodukt vi er vant til fra R™

Langde af en vektor Vi definerer leengden af en vektor som |[v|| = /(v,V).

Cauchy-Schwarz uligheden Lad v og w veere vektorer i V hvortil der er knyttet

et indre produkt. Sa vil [(v,w)| < ||v||||lw]|.

Vi starter med at se pa ||rv + sw)||?, der altid er ikke-negativ:

[TV + sw||? = (rv + sw, TV + sw)
= (1v, TV + sw) + (sw,Tv + sw)
(13.1)
= (rv,1v) + (Tv, sW) + (sw, 1v) + (sw, sw)
=12 (v, V) + 2rs (v, W) + 52 (w, W) >0
Ligning (13.1) geelder for alle vektorer og alle skalarer, specielt geelder
den hvis vi seetter r = (W, W) og s = — (v, w). Vi far sa

2

(w,w>2 v,v) =2 (w,w) (v, w)" + <v,w>2 (w,w) =

(w,w)2 v, v) — (w,w) (v,w)2 >0 (13.2)

Vi setter nu (W, w) uden for en parentes:
w, w) (W, w) (v,v) = (v, w)?) >0 (13.3)
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Vi gér nu tilbage til Cauchy-Schwarz uligheden. Hvis (w, w) = 0, s&
er w = 0, og uligheden er dermed sand.

Men hvis (W, w) = ||[w||? > 0, s& m4 den store parentes i ligning (13.3)
veere ikke-negativ, hvilket giver os at:
(w,w) (v,v) = (v, W) > 0 =
VIPIw? = (v, w)* = (13-4)

VIlwll = [{v,w)]

Trekantsuligheden Vi kan nu vise trekantsuligheden: ||[v +w| < ||v|| + [|[w]|.

v+w\|2:

Vi regnet pa

1% —I—WH2 Vv+w,v+w)

v,v) + 2 (v,w) + (w,w)
| (13.5)
(

> [[IIZ + 2[ vl lwll + [lwl]

2
I+ [lwl)
Tager vi nu kvadratroden pa begge sider, far vi trekantsuligheden.

Vinkel mellem vektorer Vi definerer vinklen mellem to vektorer som

v, w)
Z(v,w) = arccos ——. (13.6)
vilwl

Vi ved at brgken altid vil ligge 1 intervallet [—1, 1], da Cauchy-Schwarz
uligheden siger, at —|[v[|[[w]| < [{v,w)| < [[v][[|w].

14 Ortogonalt komplement og projektion

Ortogonalt komplement Lad W vere et underrum af R™ Mangden af alle
vektorer i R™, der stér vinkelret pa alle vektorer i W udggr selv et
underrum af R™, og betegnes W'.

Man finder W+ ved at danne en matrix A, hvis reekkevektorer er

frembringende vektorer for W. Nulrummet vil sd vaere lig W-=.

Egenskaber ved W' Det ortogonale komplement W+ til et underrum W har
en raekke fine egenskaber:

1. Det er et underrum af R™, da det er lig nulrummet for en matrix.

2. Dimensionen af W+ er dim (W1) = n — dim(W). Det fglger af
rangformlen, der nu lyder dim(W) + dim (WL) =n.
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3. Der geelder at (W')L = W. Vi anvender dimensionsformlen pa
underrummet W+, og far:

dim((WL)L) =n—dim (WL) =n—(n—k)=k, (14.1)

hvor k er dimensionen af W. Da alle vektorer i W star vinkelret
pa alle vektorer i W, er W er underrum af det ortogonale kom-
plement til W, altsa (WL)l. Men da dim(W) = dim ((W+)4),
konkluderer vi at W = (WL)L.

4. Enhver vektor b € R™ kan opskrives pd entydig vis som sum-
men af en vektor i W og W': b = by + by.. Lad nemlig
{vi,v2,..., v} vere en basis for W og {vii1,Vki2,...,Vn} VeEre
en basis for W=, Vi viser, at {v{,v2,...,vn) er en basis for R™
ved at prgve, at finde en afhengighedsrelation:

TV + 1oV + . TV Sk 1 Vi + Sk 2V 2 -+ snvn = 0.
(12.2)
Vi kan omskrive ligningen til

TIV1+T2V2+. . TV = =Sk 1VkH1—Sk+2Vk42— " —SnVn. (14-3)

Nu er venstresiden en vektor i W, mens hgjresiden er en vektor
i Wt. Da der er lighed, ligger vektoren i W N W' og denne
vektor star vinkelret pd sig selv: (v,v) = 0. Positiviteten af det
indre produkt giver os s&, at WNW+ ={0}. Da {v{,va,..., v og
(Vie1, Vis2, - - ., V) er baser for W og W, m4 alle koefficienterne
veere nul. Alle vektorerne er altsd uathengige, og da der er n af
dem, udggr de en basis for R™.

Vi viser, at opskrivningen er entydig. Velg nemlig u,u’ € W og
v,v/ € W+, s&dan, at vi har en vektor i R™ hvis opskrivning ikke
er entydig: b =u+v =u’+v’. Det medfgrer, at

Wou—u =v —vew (14.4)
Vi har nu to vektorer i WNW+ = {0}, sau=u'ogv ="'
Opskrivningen var altsa entydig.
15 Gram-Schmidtprocessen

Ortogonale vektorer er uafthengige Hvis {vq,v,,..., vy} er en meangde af or-
togonale ikke-nul vektorer i R™, sd er de uafhengige.
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15 GRAM-SCHMIDTPROCESSEN 15

Vi lavet et modstridsargument, idet vi antager at der er en afhangig-
hedsrelation:
Vi =TV + 712V + -+ TV (15.1)

Vi laver nu et prikprodukt med v; pé begge sider. Venstresiden bliver
||v;||, mens hgjresiden bliver 0, da vj-v; = 0 for j # i. Det strider mod
vores antagelser om, at vj # 0. Derfor er {vy,Vv2, ..., vy} en uafhaengige.

Projektion med en ortogonalbasis Lad {vi,v;,..., vy} vere en ortogonalbasis
for W og lad b vere en vilkarlig vektor i R™. Projektionen af b pad W,
bw, er sa givet ved

vi-b vy-b Vi - b

Vi Vot +
ViV V2-V2 Vi - Vk

bw = V. (15.2)

Vi ved at b = by + byy.. Vi kan da opskrive byy som en linearkom-
bination af {vq,vy,..., Vi) med skalarer r{,711,..., Tk

bw =TV +Tv2+ o+, (15-3)
Vi laver nu et prikprodukt med v; pé& begge sider af b = by + byt

b-vi:bw-vi—l—bWL * Vi

=TIV]-Vi+T2V2-Vi+ -+ Tvie-vi + 0 (15.4)
=TiVi- Vi,
hvilket fortzeller os at 1; = vi'.“’}i, s&dan at Tiv; = \lfi “’}1 v;. Sidste ligning

er netop projektionen af b pa v;. Kombinerer vi det med (15.3) far vi
straks (15.2).

Ortonormal basis Lad {q1,q2,...,dx} vere en basis for et underrum W af
R™. Vi kalder basen ortonormal hvis alle vektorerne star vinkelret pa
hinanden, og de alle har leengden 1:

0 for i #j (ortogonale vektorer) og
qi-q; = . (15.5)
1 for i =j (leengden er 1).
Gram-Schmidt setningen Lad {ai, ay,..., ay} vere en vilkirlig basis et un-
derrum W af R™ og lad
Wj =sp(aj,ay,...,a;5) for j=1,2,... k. (15.6)
Seaetningen siger, at der eksisterer en ortonormalbasis {q7, q2,..., qk}

for W s&dan at Wj =sp(q1,d2,..., q;).
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17 UNITAR DIAGONALISERING 16

Vi starter med at saette vi = a;. For j = 2,3,...,k lader vi p; veere
projektionen af a; p& W;_1 = sp(aj,az,...,a;_1), sddan at p; er
projektionen af a; ned pd underrummet udspandt af de foregdende
vektorer. Endelig setter vi vj = a; — pj. Vi har nu at

a; =p;+ (a; —pj) = p; + V. (15.7)
Her ligger p; 1 Wj_1. Det betyder, at vi har opskrevet a; som en sum
af p; 1 Wj_j og vj 1 (Wj_1)+. Men da v; = a; — pj hvor bade a; og
p; ligger i Wj, ligger v; ogsé i Wj. Vi ved nu, at v; star vinkelret pa
alle vektorer i Wj_1, da v; € (W;_1)*. Mangden {v,v3,...,Vv;} ma
saledes veere en ortogonal meengde.
Ved at normalisere vektorerne v1,v,...,Vv; kan vi finde en ortonor-
malbasis. Gram-Schmidt formlen for v; bliver

a; - Vi a; %] a; “V;_q
vj:a)-—( v+ vy 4+ v ). (15.8)
Vi -Vq V2 V) Vj,1 -Vj,]

16 Ortogonale matricer

Ortogonal matrix En matrix A er ortogonal, hvis og kun hvis ATA = I. Det
indebeerer at A~ = AT. Sgjlevektorerne i en ortogonalmatrix udgar
en orthonormalbasis for R™, idet a;- a; = for i #j og |lai|| = 1.

Stabile egenskaber Multiplikation med ortogonale matricer er en stabil pro-
ces, idet den bevarer prikproduktet, leengder og vinkler.

Prikproduktet er bevaret, idet x -y = x"y:
(Ax) - (Ay) = (Ax)TAy =x"ATAy =x -y (16.1)

Leengden defineres ud fra prikproduktet: ||x|| = v/x - x, hvilket betyder
at det ogsd er bevaret. P4 samme made er vinkler ogsd udtrykt via
: : _ xy
prikprodukter: Z(x,y) = arccos Tex iy 8 €T derfor bevaret.
Diagonalisering af reelle symmetriske matricer Enhver reel symmetrisk matrix

kan diagonaliseres af en ortogonal matrix.
Reelle symmetriske matricer er specialtilfelde af hermitiske, se derfor
seetningen hermitiske matricer pa den fglgende side.

17 Unitaer diagonalisering

Uniter matrix En ortogonal matrix med komplekse indgange kaldes unitcer.
Sdgjlevektorerne en en ortonormalbasis for R™. Uniteere matricer er
normale og opfylder at U*U = I, hvilket betyder at U~ = U*.

Copyright (© 2002, Martin Geisler



18 MATRIXREPRASENTATIONER 17

Schur’s lemma Enhver (kompleks) matrix kan bringes pd gvre-trianguleer
form af en unitzer matrix. Lad A € Mat,,(C). S& findes U uniteer,
sddan at U*AU er gvre-trianguleer.

Spektral s®tning for hermitiske matricer Enhver hermitisk matrix er uniteer di-
agonaliserbar.

Lad A € Mat,(C). Sa findes der (ifglge Schur’s lemma) en uniteer
matrix U, sédan at D = U~'AU er gvre trianguleer. Vi vil vise, at D
ogsd er hermitisk, hvilket medfgrer at den er en diagonal matrix:

D* = (UAW* = (WAUW)* = W*A*U=U"TAU=D.  (17.1)

Da der er nuller under diagonalen og D samtidig er lig dens egen
transponerede, ma der ogsad veere nuller over diagonalen. Diagonalind-
gangene er lig deres egen konjugerede, altsd er de reelle tal. Det viser,
at egenveerdierne for A er reelle.

Egenvardier og -vektorer for hermitiske matricer Egenveerdierne for en hermi-
tisk matrix H er reelle, og egenvektorerne svarende til forskellige egen-
veerdier er ortogonale. Lad A og p veere egenveerdier med tilhgrende
egenvektorer v og w for H:

A(v,w) = (Av,w) = (Hv,w) = (Hv)*w =v'H*'w
=Vv'Hw = (v, HwW) = (v, uw) = p (v, w). (17.2)
Vi traekker sidste fra fgrste led, og far at (A — ) (v, w) = 0. Hvis de
to egenvektorer er ens, sa star der, at (A — A) (v,v) = 0. Men da v er

en egenvektor, er (v,v) = ||v|| # 0 og dermed er A = A\ — egenveerdien
A er altsd reel.

Hvis A # u,s8 et A — u # 0, da A = A. Men s& er (v,w) = 0 hvilket
betyder, at v og w er ortogonale.

18 Matrixreprasentationer

Standard matrix representation En liniser transformation T : R™ +— R™ har en
standard matriz representation A givet ved:

A= |T(e;) T(ez) --- Tlen)|. (18.1)
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19 JORDAN KANONISK FORM 18

Der gelder s, at T(v) = Avforv=rie;+12e2+ -+ Then

T(v) =T(r1e; +12e2+ - +Tnen)
=7iT(e1) +72T(e2) + -+ rnT(en) (18.2)
=Alr,12,...,Th] = Av

Simileere matricer Hvis to matricer er similere, repraesenterer de samme li-
nizere transformation, blot med hensyn til forskellige baser. Hvis Rg
og Ry’ er repraesentationer af T med hensyn til baserne B og B’, s er

Rp/ = CEJ‘BRBCB’,B» (18.3)

hvor Cp’ p er koordinatskiftematricen fra B’ til B.

19 Jordan kanonisk form

Jordan blok En Jordan blok er en matrix | € Mat,(C) pa formen

o ;
v 0
] = . (19.1)

A
0 )

Vi ser, at ] kun har én egenveerdi, A, med algebraisk multiplicitet n.

Egenskaber ved en Jordan blok En m x m Jordan blok | med egenverdi A har
en raekke egenskaber:

1. For 1 <i< m gealder at (] —Al)e; = e;_1, mens (] —Al)e; = 0.
Det skyldes, at ] — AI = [0,eq,...en_1], sddan at den fgrste
sgjle er nulvektoren, den anden sgjle er den fgrste enhedsvektor
og sa videre. Ganger vi med e; far vi den i'te sg@jle, hvor e; ;
er. Man kan sd lave en streng der viser effekten af ] — Al pa
enhedsvektorerne:

J-Al:em— €m1 —€moa2— - — e;— 0. (19.2)

Man siger at ] —Al annthilerer e nar den bliver til nulvektoren.

2. Der geelder ogsd, at (] —AI)™ = O mens (] —AI)' #£ O for i < m.
Skriver vi J/ for (J — Al), da bliver (] — AI)(] — Al):

| | ] |
0 J'er -+ Jema|=|0 0 e -+ ema2|. (193)
| | | |
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19 JORDAN KANONISK FORM 19

3. Endelig gelder der, at Je; = Ae; + e;_7 for 1 < i < m, mens
Je1 = Aej.
Det fglger helt naturligt, ndr man ser pd opbygningen af en Jor-
dan blok i (19.1). Den i'te sgjle har A pa den i'te indgang, 1 lige
over og 0 pé alle andre indgange. Derfor er Je; = Ae; + e;_1.

Ydre produkt Det ydre produkt af matricerne A1, Ay, ..., Ay, der ikke behg-
ver at have samme stgrrelse, er givet ved:

A
1A2 O

Al XA X -+ X A = ) . (19.4)
0 A

Jordan kanonisk form En matrix er pd Jordan kanonisk form hvis den er et
ydre produkt af Jordan blokke.
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