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Indledning

Disse noter gennemgar de 26 spergsmal stillet til den mundtlige eksa-
men i Analyse 1 ved Aarhus Universitet sommeren 2003.

For hvert spergsmal er der udvalgt relevante definitioner og saetnin-
ger. Setningerne er forsegt bevist i stor detalje hvor alle de sma trin er
beskrevet og begrundet.

Nummerene pa saetninger, propositioner og lemmaer henviser indtil
afsnit 21 til bogen Real Analysis af H. L. Royden, tredje udgave, 1988
og derefter til Foreleesningsnoter til Analyse 1 af Jorgen Vesterstrom,
femte udgave, marts 2003.
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1 Abne og lukkede mangder i inklusiv Heine-Borels
overdakningssatning

Aben mangde En maengde O kaldes dben hvis
Vx € 0,3 >0:B:(x) € O.

Nar vi blot ser pa den reelle akse, sa bliver kuglen B (x) til det abne
interval (x — &, x + €).

Kontaktpunkt Et punkt x kaldes et kontaktpunkt til meengden F hvis
Ve>0:Bs(x)NnF + Q.

Mangden af kontaktpunkter til F kaldes afslutningen af F og be-
tegnes F.

Lukket maengde En mangde F kaldes lukket hvis F = F.

Saetning 2.15 (Heine-Borel) Lad F veare en lukket og begreenset meengde
i R. Da kan enhver aben overdeekning af F udtyndes til en ende-
lig overdakning. Altsa, hvis F < [Jpec O for en maengde af abne
maengder C, sa findes {O1,05,...,04} < C sadan at

Vi betragter forst tilfeeldet hvor F = [a, b]. Lad E veere meengden
af x < b hvor [a, x] kan overdaekkes af en endelig delmaengde af
mengderne i C. Da a daekkes af mindst én mangde i C er a € E.
Samtidig er E opad begrenset af b, sa ¢ = supE findes og ¢ €
[a,Db].

Da c € [a,b] sa findes O € C sadan at ¢ € O. Da O er aben, sa
ligger (c — &,c + €) i O for et € > 0. Hvis der findes tal i [c,c + €]
som er mindre lig b, s vil hele intervallet [a, ¢ + €] kan nu daekkes
af de endelig mange mangder Oy, Oo, ..., O, O hvor O1,0>,..., O
var de dbne maengder der deekkede [a, c]. Men ¢ er supremum for
E, sa sadanne punkter findes ikke, altsa er ¢ + € > b for alle € >
0 samtidig med at ¢ < b. Det medferer at ¢ = b, og dermed at
b € E sadan at [a, b] kan overdakkes med endelig mange abne
intervaller fra C.

Lad nu F veare en vilkarlig lukket og begreenset mengde. Da F er
begranset findes [a, b] sddan at F < [a, b]. Vi saetter C* = CUF



hvor F er en aben mangde da F er lukket. Da C er en overdaekning
af F, sa er

R=FuFc |JOUuF= |J o.
oeC oec*

Altsa overdaekker C* hele R og dermed specielt [a, b]. Vi kan der-
for udtynde C* til en endelig delmaengde der overdaekker [a,b]
og dermed ogsa F. Hvis F ikke er med i overdakningen, sa er vi
faerdig. Hvis den er med, sa kan vi fjerne F fra overdakningen og
sa stadig have en overdeekning af F da F n F = @ sadan at F ikke
bidrager til overdeekningen af F.

Noadvendigheden af betingelserne Betingelsen i Heine-Borels overdaek-
ningssetning om at mangden skal vere begraenset er nodvendig.
For vi kan overdekke R med intervallerne (-n,n) for n € N og
denne overdakning kan ikke udtyndes til en endelige overdaekning.

Kravet om at mengden skal vare lukket er ogsa nedvendigt. For
det dbne interval (a, b) kan overdaekkes indefra af

(a,b) gnL_J1<a+ %,b— %)

men denne overdaekning kan igen ikke udtyndes.

2 Konstruktion af og egenskaber ved det ydre mal
pa R
Ydre mal pa R Med det ydre mal m™* gnsker vi en maengdefunktion der
til enhver delmaengde af R knytter et ikke-negativt udvidet reelt tal.

Desuden skal det ydre mal veere en udvidelse af leengdebegrebet for
intervallet. Vi definerer m* ved

m*(A) = AngJfI > U(In),

hvor |JI,, er en overdeekning af A med abne intervaller.
Man ser at m* er monoton sadan at A € B = m*(A) < m™*(B), og
desuden er m* (@) = 0.

Proposition 3.1 Det ydre mal af et interval er lig intervallets leengde,
altsa m*(I) = L(1).

Vi ser forst pa et lukket, begraenset interval [a, b]. For ethvert € > 0
vil [a,b] C (a — &,b + €) og da dette blot er én mulig overdeekning
af [a, b], sa far vi at

m*([a,b]) <l((a-&b+¢)) =b—a+2¢.
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Da dette gaelder for alle € > 0, sa har vi at m*([a, b]) < b — a.

Den omvendte ulighed vises ved at vise, der om alle intervalover-
dakninger {I,,} geelder, at > [(I;,) = b — a. Heine-Borels overdak-
ningssaetning siger, at vi kan udtynde {I,;} til en endelig maengde
af abne intervaller. Disse vil have en samlet leengde der er mindre
end de oprindelige intervaller, s det er nok at vise uligheden for
alle endelige overdeekninger.

Da a overdakkes, sa findes (aj,b;) sadan at a; < a < b;. Hvis
b, > b, sa er vi ferdige, for sa er l((a1,b1)) > b — a, ellers sa
finder vi (a», b») sa a» < b1 < by. Pa den made fortseetter vi indtil
vi finder et abent interval sa b € (ag, by). Da der er endelig mange
intervaller vil processen altid stoppe.

Vi har nu udtaget en overdeekkende delmeengde sadan at

> UIy) = > 1((ai, by))
= (bx — ag) + (by-1 —ax-1) +-- -+ (b1 —ay)
=>by—a =b-a,
daa;_ 1 < b; for alle i. Dette viser, at m*([a, b]) = b—a og dermed
har vi vist, at m*([a, b]) = b — a.

Et dbent, begraenset interval I handteres ved at male pa et lukket
interval J C I med leengde I(J) > L(I) — € for et givent € > 0. Da m*
er monoton, sa far vi at

I —e<I(J)=m*(J) <m™(I) <m*I) = L) = L().

Lader vi € gd mod O ser vi, at L(I) = m*(I).

For et ubegranset interval I kan vi for ethvert reelt tal A finde et
Iukket interval J ¢ I med I[(J) = A. Dermed er A = [(J) = m*(J) <
m'I) for alle A sa m*(I) = o0 = I(I).

3 Lebesguemalet pa R

Ydre mal Det ydre mdl m* pa R defineres ved

R
m*(A) ‘Aé%ffnz”’"”

hvor |J I, er en overdeekning af A med abne intervaller.

Malelig maengde Det ydre mal er defineret for alle delmaengder af R,
men det er ikke teellelig additivt pa alle disse delmeengder. Men



pa de malelige mangder bliver m* teellelig additiv. En maengde E
kaldes mudilelig hvis

m*(A) =m*(AnE)+m*(AnE)

for alle A < R.
Da m* er teellelig subadditiv, sa geelder der altid

m*(A) < m*(AnE) + m*(AnE)

og det er dermed nok at vise den omvendte ulighed for at vise
lighed. Desuden ser man at E er malelig nar E er malelig pa grund
af symmetrien i definitionen.

De malelige maengder M Maengden af alle malelige mangder betegnes
med M. Da Ej,Ep e M = EfUE>» € Mog O,R € Mer M en
algebra.

Lebesguemalet m Vi definerer Lebesguemalet m som restriktionen af
m* til de malelige maengder. Dermed er m(E) = m*(E) for E € M.

Lemma 3.9 Lad mengden A veere vilkarlig og lad E1,..., E, vare en en-
delige folge af parvis disjunkte malelige mangder. Sa geelder, at

n n
m*(AnJE) = > m"(AnE).
i=1 i=1

Bevises fores som et induktionsbevis. For n = 1 er ligningen op-
fyldt. Antag nu at ligningen er opfyldt for alle tal op til n — 1. Da
mangderne E; er parvis disjunkte er

n
<Am UEi) NE,=ANnE, og
i=1
0g
n — n-1
(AnUE)nE =An | Ei
i=1 i=1
Da E, er en malelig meengde, sa deler den malet af alle andre
maengder op i to dele hvis mal summer op til den oprindelige
mangde:
n-1
E;) =m*(AnEn) +m*(An |J)
1 i=1

s

m*(Am
i

n-1
=m*(ANEy) + > m*(AnE).
i=1



Setning 3.10 Maengden af alle Lebesguemalelige maengder, M, er en o -
algebra.

Vi mangler at vise lukkethed under teellelig forening. Da M er en
algebra, sa kan en vilkarlig teellelig forening laves om til en teellelig
forening af parvis disjunkte maengder med samme forening. Sa lad
A vaere en vilkarlig meengde, og {E;};7 | en folge af parvis disjunkte
malelige mangder med forening E. Vi sa@tter F,, = ", E; der sa
er malelig da det er en endelig forening af malelige meengder. Da
Fn c Esaer E c F,, og dermed

m*(A) = m* (AN Fp) + m*(An Eyp)
>m*(AnFy) +m*(AnE).
Vi har netop set (lemma 3.9), at m* er taellelig additiv, sa

n
*(ANFp) = > m*(AnE)
i=1
sadan at
n ~
m*(A) > > m*(AnE;) +m*(AnE).
i=1
Da venstresiden er uafhsengig af n, sa far vi at

m*(A) = > m*(AnE;) +m*(AnE)
i=1

>m*(ANE)+m*(AnE),

idet m* er teellelig subadditiv.

4 Malelige funktioner pa R

Malelig maengde Det ydre mal defineret ved

*(A) = f L(Iyn)
m*(A) AngﬂnZ n)

hvor JI,, er en overdekning af A med abne intervaller, giver an-
ledning til begrebet mdlelig meengde. Maengden E er malelig hvis

m*(A) =m*(AnE)+m*(AnE)

for alle A = R.



Malelig funktion En funktion f siges at vaere madlelig hvis den er define-
ret pa en malelig meengde E og

VaeR:{x €E| f(x)>«a} €M.

Da M er en o-algebra, sa har vi for et givent & € R at
[xeE| fx)>aleM = {x€E| fix)<a}leM

da de to maengder er hinandens kompliment. Pa tilsvarende made
kan man vise, at de skarpe og blgde uligheder kan laves om til
blade og skarpe uligheder. De fire mengder kaldes skarpe og blade
super- og subniveaumeaengder.

Proposition 3.19 Hvis f og g er to malelige funktioner pa samme male-
lige maengde E, sa er f + g ogsa malelig pa E.

Viviserat {x € E| f(x)+ g(x) > «} er malelig. Da f(x) + g(x) >
x <= f(x)>o-g(x)sakanvifinde et r € Q sadan at f(x) >
¥ > & — g(x). Derfor er

[xe€E| f(x)+g(x)>«}

= U({er|f(x)>r}m{er|g(x)>0<—1’}>
reQ

og dermed er f + g malelig da superniveaumangden kan skrives
som en taellelig forening af malelige mangder.

Nasten overalt Vi siger at egenskaben P galder naesten overalt hvis
m({x | "P(x)}) = 0, altsd hvis undtagelsesmaengden er en nul-
mangde.

Proposition 3.21 Lad f vere en malelig funktion. Hvis f = g naesten
overalt, da er g malelig.

Viseetter E = {x | f(x) + g(x)}. Ifolge vores antagelse, sa er dette
en nulmangde. Maengden {x | g(x) > «} kan nu splittes op:
xgx) > o= ({x | f)>a}Uix €E | g(x) > o)
~{x €E| gx) <«}.
Da E er en nulmeengde, sa er enhver delmaengde af E selv en nul-

maengde og dermed malelig. Endelig er f malelig og dermed er
{x | f(x) > o} malelig.



5 Lebesgueintegralet af en begraenset malelig
funktion over en meengde med endeligt mal

Simpel funktion En funktion ¢ kaldes simpel hvis ¢ er defineret pa en
malelig meengde E og kun antager endelig mange vaerdier. En sim-
pel funktion der antager veerdierne ai,ap,...,a, har en entydig
opskrivning som

n
¢ =D aixe,

i=1
hvor E; = {x € E | ¢(x) = a;}. Disse mangder er parvis disjunkte
og har forening E.

Integralet af en simpel funktion For en simpel funktion ¢ definerer vi
integralet af ¢ pa E ved

| &= am
E i-1

Proposition 4.3 Lad f vare en begranset funktion defineret pa en ma-
lelig maengde E med m(E) < oo, Da er

sup qb = inf J Y
p<f w=fJE

for alle simple funktioner ¢ og ¢ netop nar f er malelig.

Lad forst f veere malelig og begraenset af M. Maengderne

Ey = {er ' (k—l)% < f(x) <k%} k=-n,...,n

er sa malelige, parvis disjunkte og har forening E. Teellelige additi-
vitet giver sd, at

n

> m(Ex) = m(E) < o,

k=—n
Vi definerer nu en raekke simple funktioner ¢, og y, ved
M M
Ppn=— > (k—=1)Xg 08 Wn=— > KkXE.
M k=—n N g—n

Disse opfylder at ¢, < f < Y, for alle n. Nar vi tager infimum og
supremum far vi, at

supj ¢ > J d>n— - Z (k — 1)m(Ey)

k=



0g

M n
ian W <J Wn=— > km(E).
y=fJE E n k=—n

Dermed er

0< 1an Wy-sup | ¢ < L,Un—J bn
y=fJE o<fJE E E

M
== Z = (k=1)m(Ex) = —m(E).

Ly —
Da n var et vilkarligt tal konkluderer vi at sup [ ¢ = inf [ .
Hvis der omvendt geelder, at
sup ¢ = inf J Y
p<fIE p<f

sa kan vi for ethvert n finde simple funktioner ¢, og ¢, sadan at
¢n < f <ynog

fonfon<

Simple funktioner er malelige, og dermed er ogsa ¢* = sup ¢ og
w* = inf ¢ malelige. Desuden er ¢p* < f < y*. Ved at vise, at
mengden

A={x€eE| ¢*(x)<y*(x)}
har mal 0, sa ser vi at ¢™* = ¢* neesten overalt. Dermed er f lig en
malelig funktion naesten overalt og er derfor selv malelig.
Vi kan skrive A som en tallelig forening af A,, v € N, givet ved
1
Ay = {x €E| p*(x) <y*(x) - —}.
v

For alle n er maengderne A, indeholdt i mengden A, ) = {x € E
| pn(x) < Yyu(x) —1/v} hvis mal er mindre end v /n fordi

1
n

[ wn—om < i - jA(M)wn ) <

1
= — < —
Awvn) V n

v
= U(Awyn)) < —.

S
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Da dette geelder for alle n € N, sa far vi for n — o at m(A,) =0
for alle v € N. Da A sa er en teellelig forening af nulmeengder er A
selv en nulmengde. Dermed er f = ¢* = ¢* naesten overalt, og
dermed malelig.

Lebesgueintegral af begraenset malelig funktion For en malelig og be-
greenset funktion f pa E med m(E) < oo definerer vi Lebesgueinte-
gralet af f over E ved

i [
| £=mt [ w

hvor  varierer over alle simple funktioner der dominerer f.

Lebesgueintegralet udvider Riemannintegralet Hvis f er Riemanninte-
grabel pa [a, b] sa er f malelig og Riemannintegralet har samme
vaerdi som Lebesgueintegralet.

Idet enhver trappefunktion ogsa er en simpel funktion far vi at
b b b b
RJ f <sup qbsiangUsRJf
Ja p<fla p=fJa a

da supremum vokser nar maengderne vokser. Da f er Riemannin-
tegrabel, sa er der lighed, og dermed er sup ff ¢ =inf ff y hvilket
medforer, at f er malelig.

6 Integralet af en ikke-negativ funktion
Integralet af en begranset funktion Lad f veere en begrenset malelig

funktion defineret pa en malelig mengde E med m(E) < oo, sa
defineres integralet af f over E ved

='fj .
J £ =int | v

Integralet af en ikke-negativ funktion Lad f vere en (vilkarlig) ikke-
negativ malelig funktion pa en malelig mengde E med m(E) < oo.
Da defineres Lebesgueintegralet af f over E ved

[

h<f JE

hvor h varierer over alle begraensede funktioner der domineres af

f.
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Setning 4.9 (Fatous lemma) Hvis { f,,} er en folge af ikke-negative male-
lige funktioner med f;,, — f naesten overalt pa en malelig maengde
E med m(E) < o, er

L_ £ <liminf L_ £

Vi kan uden tab af generalitet antage, at f,, — f overalt, idet inte-
gralet ikke pavirkes af funktionsveerdierne pa en nulmangde.

Lad h < f vere en begrenset funktion sadan at m(E’) < o hvor
E' = {x | h(x) + 0}. Seet

hy = min(h, fn).

Dermed bliver h,, begraenset af h og hy,(x) = 0 for x ¢ E’. Desuden
gar h,, mod h for alle x € E’ da f;; gar mod f. Vi ved fra tidligere,
at integralet af begrensede malelige funktioner konvergerer mod
integralet af greensefunktionen:

h= limJ hn
E E
Da hy, < f foralle nog E' € E, sa er
limJ h, < limJ fn < limJ fn
E E E
Tager vi nu supremum over h, sa far vi at

J f=sup| h< liminfj fn.

E h<f JE E

7 Integrable funktioner — Lebesgues
konvergenssatning

Integralet af en ikke-negativ funktion Lad f veere en ikke-negativ ma-

lelig funktion pa en malelig mangde E med m (E) < o. Da define-
res Lebesgueintegralet af f over E ved

JEf =sup | h,

h<fJE

hvor h varierer over alle begraensede funktioner der domineres af

f.

Definition af integrabel funktion En ikke-negativ malelig funktion f si-
ges at veere integrabel over en malelig maengde E hvis [;|f] < .

12



Integralet af en vilkarlige funktion Lad f vare en vilkarlig funktion pa
en malelig maengde E. Hvis f og f~ begge er integrable over E, da
definerer vi Lebesgueintegralet af f over E ved

oLl

Seetning 4.9 (Fatous lemma) Se beviset pa modstaende side.

Saetning 4.16 (Lebesgues konvergenssatning) Lad g vare en integra-
bel funktion, og lad {f;,} veere en folge af malelige funktioner sa-
dan at |fn| < g pa en malelig maengde E og sadan at f,, — f
naesten overalt. Da er funktionen f malelig, og

JEf = lim JE Ju-

Funktionen g — f), er ikke-negativ, malelig og gar mod g — f naesten
overalt. Fatous lemma giver sa, at

| =) <timint | (g~ f) <timsup [ (g~ f)
hvor vi til sidst benyttede at limes superior altid dominerer limes

inferior. Da | f| < g er f integrabel og derfor kan integralet splittes
op. Derfor er

Joo ]y <o -mse g

sadan at [ f = limsup [; fn.

Ser vi i stedet pa funktionen g + f, sa er denne ogsa ikke-negativ,
malelig og far mod g + f naesten overalt. Sa Fatous lemma giver, at

J (g+f) <limian (g+ fn)
E E

og som for kan integralet splittes op til

IEg + J;f < JEg +limianEfn

sadan at [ f <limsup [; fn. Dermed er
limsupJ fn < J f< limian fn
E E E
og ligheden folger nu af at liminf [ f,, < limsup [; fn.

13



Nodvendigheden af betingelserne Kravet om at f skal vaere begraenset
i seetningen om begranset konvergens er ngdvendigt. Som modek-
sempel kan man for n > 1 definere f;,:[-1,1] — N ved

n -l/n<x<l1/n,

Sn(x) = {

0 ellers.

Da er f;, defineret pa det begrensede maengde E = [-1,1] men
| fullo — o0 DAr n — co.

Funktionen f = 0 opfylder at f;, — f punktvist for alle x €
[-1,1], men

JEf=0¢limJEfn=2.

8 Ubestemt integral — absolut kontinuitet

Definition af begranset variation En funktion f defineret pa et interval
[a, b] siges at veere af begraenset variation hvis

sup > | f(xi) — f(xi-1)| < oo,
i=1

hvor der tages supremum over alle inddelinger a = x¢ < x1 <
- <xn=D>bafla,b].

Definition af ubestemt integral Hvis f er integrabel pa [a, b] da siger
vi at funktionen F defineret ved

F(x) = L F(t)dt.

er et ubestemt integral. Funktionen F kaldes ogsa en stamfunktion

til f.

Lemma 5.7 Lad f vere en integrabel funktion pa [a, b]. Da er stamfunk-
tionen F defineret ved

F(x) = L F(t)dt

en kontinuert funktion af begranset variation.
Lad F veere en stamfunktion til f pa [a, b]. Proposition 4.14 siger,
at der for alle € > O findes et 6 > 0 sadan, at

F(b") - F(a’) =J, fydt<e
a

14



nar b’ — a’ < 6. Dermed er F kontinuert.

Vi skal ogsa vise at F er af begraenset variation, sa lad en vilkarlig

inddeling a = xg < x1 < - - - < X = b veere givet. Da er
n L Xi-1
> Fx) - Foan| =3 | [ rwar- [ feael
i=1 =174 a
n Xi
=> f(t)dt'
Xi-1

<2 in | f(t)] at

Idet inddelingen var vilkarlig, sa bevares uligheden nar vi tager
supremum over alle inddelinger af [a,b] og dermed er F af be-
graenset variation.

Definition af absolut kontinuitet En funktion f pa [a, b] er absolut kon-
tinuert hvis der for alle € > 0 findes et 6 > 0, saddan at der for en-
hver endelig meaengde af parvis disjunkte intervaller (x;, x;) i[a, b]
galder, at

Dllxi—xil<8= 3 |f(x) - f(x])] <e
i=1

i=1

Man bemaerker, at enhver absolut kontinuert funktion ogsa er uni-
form kontinuert, idet man sa blot betragter summen med ét led.

Satning 5.14 En funktion F er et ubestemt integral hvis og kun hvis F
er absolut kontinuert.

Viviser kun af F er absolut kontinuert nar F er et ubestemt integral,
sa lad

F(x) = fo(t)dt x € [a,b]

og &€ > 0 vaere givet. Proposition 4.14 giver os nu et § > 0 sadan at
der for alle malelige mangder A < [a, b] gelder, at

m(A) < 6 = JAf(t)dt < E.
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For enhver endelig meaengde af parvis disjunkte intervaller (x;,x;)
med forening A og m(A) < 6 far vi nu, at

n
m(A) = Z Ixi — x| <0
i=1
medforer, at
JAf(t)dt => | f)dt=> F(x})-F(x;) <e.
j=1%i i=1

Dermed er F absolut kontinuert.

Cantorfunktionen Cantorfunktionen er et eksempel pa en funktion der
er uniform kontinuert men ikke absolut kontinuert. Se figur 1.

Figur 1: Cantorfunktionen med otte iterationer.

Cantorfunktionen er differentiabel naesten overalt med differential-
kvotient konstant lig O men er alligevel voksende. Dette viser, at
kravet om at f skal vaere absolut kontinuert i lemma 5.13 ikke er
overfladigt.

9 [P-rum

Definition af L” og || f|l, Vibetegner mangden af alle malelige funktio-
ner f der opfylder

Jollfl”’ <

med LP.
For f € LP lader vi || f]l, betegne det ikke-negative reelle tal

£l = (jol|f|p)”p.

L? er et vektorrum Summen af f og g fra L? ligger ogsailL?.lad f,g €
LY vere givetmed 0 < | f| < |g|.Daer |f +g| < |f]+|g]| pa grund
af den normale trekantsulighed for reelle tal og desuden er

Ifl+ 19l (If1 + 1g1)?
5 lg] op lg]
If1+1gl)?
=>7( o ) <IfI” +1gl”

= (IfI+1g)? <2P(IfIF +1g17)

16



sadan at | f + g|? <2P(|f|P + |g|?). Dermed bliver
1 1 1 1
IO If +glF < JO 2P(IF1P + 1gI?P) < 2”(]() |fIP + JO Igl”’> < co,

Tilsvarende for skalarmultiplikation hvor vi for f € LP og @ € R
har at

1 1
j o f1P = |a|ﬂj 1P < .
0 0

Satning 6.1 (Minkowskis ulighed, 1 < p < «) For f,g € LY med 1 <
p < o galder,at f + g € L? og

If+allp <Ifllp +1gllp.

I tilfeeldet p = o er f og g begrensede funktioner naesten overalt,
og dermed er f + g ogsa begrenset naesten overalt sa f + g € L.
Hvis f > |Ifllo PA E1 02 g > llglle PA Eo, safarviat f+g >
lfllo + l1gllc P& E3 € E; U Ep. Da E1 0g E> er nulmaengder, sa er E3
ogsa en nulmangde da det er en delmaengde af en nulmangde.

Altsa er f + g essentielt begraenset af || fllo + ||g]lo. Det mindste
essentielle overtal er domineret af dette tal, sa

ILf + 3l < 1fllo + 1Glleo-

I det almindelige tilfeelde med 1 < p < o« antager vi at || fll, =
x+0ogllglly =B + 0 — tilfeeldet hvor f eller g har p-norm 0 er
trivielt. Definer nu fjy og go ved

fo=%| 0g 902%-

Saer |l follp = llgollp = 1 da for eksempel

1

AR L S ST p_
= 1! =1

1
Ifollh = JO

SetA=o«/(x+B),saerl —A=pB/(x+ B).Vihar nu

ILf+al” < (IfI +1g1)F = («fo + Bgo)¥
= (x+ B (Afo+ (1-2A)go)?
< (x+BP(ASfof + (1 -A)go?)
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da funktionen ¢t — t? er konveks pa [0, ) for 1 < p < «. For en
konveks funktion ¢ gelder nemlig, at

d(Ax + (1 -2)y) <Adp(x) + (1 -A)P(¥)

for0 <A <1.

Integrerer vi nu pa begge sider og benytter linearitet af integralet,
sa far vi

1
If +gllf = jo f+al?
1
< IO (x+ B)P(Afo? + (1 —A)goP)

1 1
~ @+ pP (] S+ AN o)
0 0
= (o + B (Al follp + (1 =2)llgollp)
= (o + B)F = (Ilfllp + lglip)”.
Tager vi den p-te rod pa hver side far vi |f + gll, < [Ifllp + [1gll,.

Satning 6.2 (Minkowskis ulighed, 0 < p < 1) For f,g € L?” med 0 <
p <1 gelder, at f + g € L? og

If +allp = 1fllp + lgllp.

Beviset karer praecis som i tilfeeldet med 1 < p < oo, blot er funk-
tionen t — t?P nu konkav. Dermed er

If +g1P = (x+ B (Afo” + (1 -A)goP)

sadan at

1 1
IO If+glP > JO (x+ BP(Afof + (1 —A)go”)

= (Ifllp + 1Igllp)P,

hvorefter resultatet fglger ved at tage den p-te rod pa hver side.

ILf + gllp

Saetning 6.4 (Holders ulighed) Hvis p og g er ikke-negative udvidede re-
elletalmed 1/p+1/g=10g f €L?P ogg € L4,sder fg € L' og

[1ra1 < s1p 11
Naevnes blot, bevises ikke?
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Rummet L? er indeholdt i L' Der galder aegte inklusion, altsa L2 < L.

Da 2 er Holderkonjugeret med sig selv sa far vifor f € L20g 1 € L?
at (f -1) = f € L'. Ydermere har vi, at f(x) = 1/Vx ligger i L!
men ikke i L2 idet

1
J;) |1/¥Vx | dx = [2Vx 1Ly =2 mens

1
J 11/x]dx = [Inx]L_q = c.
0

Det viser, at L2 < ;.

10 Fuldstendighed af L7-rum

Definition af L? og || f|, Vibetegner meengden af alle malelige funktio-
ner f der opfylder

jolw < o0

med LP.

For f € LP lader vi || f]l, betegne det ikke-negative reelle tal

£l = (jol|f|v)””.

Definition af konvergens Vi siger, at folgen {f,} konvergerer mod f i
p-middel hvis || f, — fll, — 0.

Definition af fuldsteendighed Hvis enhver Cauchy-falge i et normerede
vektorrum X er konvergent, da siges X at veere et fuldstendigt rum.
Et fuldstendigt vektorrum kaldes ogsa et Banachrum.

Proposition 6.5 Et normeret vektorrum X er fuldstendigt hvis og kun
hvis enhver absolut summabel raeekke er summabel, altsa hvis

S fall <0 = S fu < .

Neevnes blot, bevises ikke.

Seaetning 6.6 (Riesz-Fischer) L?-rummene er fuldstaendige.

I tilfeldet p = o betegner || f|l . det essentielle supremum af ver-
dimaengden for f sddan at | f| < || f|l« neesten overalt. Lad nu { f,,}
veere en folge i L® med > || fnllo < oo.
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Da har vi at

| fa| < S 1fnl < Sl < o0

neesten overalt idet undtagelsesmangden er en teellelig forening af
undtagelsesmaengderne {x | fn(x) > ||fullo}. Vi ser, at funktio-
nen > f, er begranset af det endelige tal > || f |l naesten overalt.
Dermed er > f, begrenset naesten overalt og ligger derfor i L*.

I det almindelige tilfeelde med 1 < p < oo ser vi pa en folge {Ey} i
L? med ) || fxllp = M < . Definér g, ved

In = §:|f%|

k=1

Vi har da defineret en ikke-negativ funktion hvor

n n [e3)
lgnllp = || 3 1fll], < 3 Wfllp < X L fllp = M.
k=1 k=1 k=1

Da {gn(x)} er en voksende folge er den konvergent mod et udvidet
reelt tal g(x) med 0 < g(x) < o, begge ydrepunkter er mulige.
Funktionen g er greensefunktion af en raekke malelige funktioner
(gn er malelig da den er summen af de malelige | fx|) og er dermed
selv malelig. Fatous lemma giver da at

Jg’” < limian(gn)’” = liminfllgnllg < MP

hvormed g” er integrabel sadan at g < o nasten overalt. Vi defi-
nerer nu funktionen s ved

> fre g(x) <o,
S(x) =9 k2
0 g(x) = oo,
Nar g(x) = > |fx| < o er reekken > f absolut summabel, og da

R er fuldstendigt er enhver absolut summabel rakke summabel.
Funktionen s er derfor endelig overalt.

Da s nasten overalt er grensefunktionen af de malelige afsnits-
summer s, givet ved s, = >.¢_; fx er s selv malelig. Desuden er

n n
Snl = ’ka’ <D lfil=gn<g
k=1 k=1

og dermed er |s| < g og s € LP. Vi mangler nu blot at vise, at den
oprindelige raekke > fx = lim s, har sum s.
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Til det formal ser vi pa afstanden mellem s og s;, i et punkt og far

|$n(x) = s(x) [P < (|snx) | + |s(x) )"
< (g(x) +g(x))’ =2Pg(x)P.

Da g? er integrabel er 27 g” ogsa integrabel og dermed er |s, (x) —
s(x)|P integrabel. Desuden gar |s,(x) — s(x)|? mod O for naesten
alle x, da s, (x) gar imod s(x) undtagen pa den nulmaengde hvor
g(x) = . Lebesgues konvergenssetning kan nu bruges og giver

lim Ilsn —sl? = JO = 0.
Nn—oo

Vi har dermed at ||s,; — s||P — 0 og derfor ogsa at ||s,, — s|| — O for
n — oo.Da > fir = lims, sa har vi nu vist at summen har vardien s
i LP.Dermed er L? fuldstendig da enhver absolut summabel reekke
er summabel.

11 Approksimationi L?

Definition af konvergens Vi siger, at folgen {f,} konvergerer mod f i
p-middel hvis || f, — fll, — 0.

Da llfu = fllp = lllfullp = II.fllpl, sa vil konvergens i p-middel med-
fore konvergens af p-normerne: || full, — II.flp.

Lemma 6.7 Givet f € LP,1 < p < o og € > 0 sa findes der en begraenset
malelig funktion fy med | fu| <M og |l.f — fmullp <€

Vi bruger lodret afskaering, og definerer fn ved
N N < f(x),

fnx) =1 f(x) -N<f(x)<N
-N  f(x) <-N.

Sa er |fn| = N og fn — f naesten overalt idet f er begraenset
naesten overalt fordi f € L?P sadan at fol [ f1P < oo,

Konvergensen betyder, at |f — fx|?P — 0 ogda |f — fnIP < |fIP
hvor f er integrabel, sa er f — f ogsa integrabel. Dermed er

1
W—MW=LM—MW~O

og fn er dermed konvergent i p-middel med graense f. Der findes
derfor et M sadan at || f — fullp <&
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Proposition 6.8 Givet f € L?, 1 < p < o 0og &€ > 0 sa findes der en
trappefunktion ¢ sadan at || f — ¢l < &.

Vi bruger approksimation i to trin. Faerst veelger vi en begranset
malelig funktion fu sadan at ||.f — fmllp < €/2. Vi ved fra tidligere
(proposition 3.22) at der findes en trappefunktion ¢ med |$p| < fi
sadan at

fu— bl < (8‘;);7

3 13
< — < -
8M 4

undtagen pa en maengde E med m(E) = 6 hvor
p
S < (i)
8M
Vi har nu at
1
Ifor = 15 = | 1= @17
=J |fM—¢|p+J|fM_¢|p
[0,1]~E E
NP £ \P &P &P e\P
<(3) renr(Gn) - Fr e ()
4 8M 4P 4P 2

Dermed er

= €.

Lf = dllp < If = Fullp + Ifu — Dl < g n

N | Mm

12 Malrum og malelige funktioner

Definition af et maleligt rum Vi kalder et par (X, B) for et mdleligt rum
nar B er en o-algebra over X. Mengder i B kaldes madlelige

Definition af et mal En ikke-negativ funktion u kaldes et mdl hvis den
er defineret pa en o-algebra B og opfylder at (&) = 0 samt at

s

w(UE) = 3 uE
i i=1

i=1

for enhver folge {E;} af parvis disjunkte meengder fra B. Denne
egenskab kaldes teellelig additivitet.

Definition af malrum En tripel (X, B, u) kaldes et mdlrum nar B er en
o-algebra over X og u er et mal pa B.
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Proposition 11.1 For et vilkarligt mal y geelder, at A <€ B = u(A) <

p(B).
Da vi kan skrive B som en disjunkt forem'ng af Aog B ~ A, sder
U(B) = )+ u(B ~ A) og dermed ogsa u(B) = u(A).

Proposition 11.2 (Kontinuitet i &) For en aftagende folge E; 2 E;,1 i B
med p(E;) < o geelder, at

u(NE) = lim (),

i=1 =
DaE; 2 Ej;1 saer u(E;) = u(Ej;1) og dermed er folgen aftagende.

Den er desuden nedad begraenset af 0 og dermed konvergent. Vi
setter E = ();2; E; og kan sa skrive E; som en disjunkt forening

E1 =EU (J(Ei ~ Eiv1).
i=1
Da u er taellelig additivt, sa er

(e8]

p(Er) = Z (E;i ~ Ei+1).

Idet vi kan skrive E; som en disjunkt forening af E; ~ E;;1 og Ej,1,
sa er u(E;) — u(Ei;1) = M(E; ~ Eijy1). Her er antagelsen om at
U(E1) < oo vigtig, da vi ellers ikke kunne treekke p(Ep) fra. Vi far
nu, at

p(E1) = u(E) + > u(E;) — u(Eisq)

= U(E) + u(Er) — ilingo M (E;).

da reekken er en alternerende sum. Nar u(E;) traekkes fra og gren-
sevardien flyttes over pa den anden side star resultatet der.

Definition af fuldsteendigt malrum Et malrum (X, B, u) siges at vare
fuldstendigt hvis alle delmaengder af nulmaengder er maleligt, altsa
hvis A € B med B € B medforer, at A € B.

Definition af malelig funktion En funktion f kaldes madlelig hvis der for
alle @ € R geelder, at

{x| f(x)>«} €B.

Den skarpe ulighed er aekvivalent med en blad ulighed og ulighe-
den kan vendes. Eksempelvis er {x | f(x) < «} komplimentaer-
maengden til {x | f(x) > «} og de vil derfor begge ligge i B hvis
blot den ene gor det da B er en o-algebra.
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Proposition 11.8 Hvis u er et fuldstaendigt mal, og f = g nasten overalt
hvor f er en malelig funktion, sa er g malelig.

Vi seetter E = {x | f(x) # g(x)}, vores antagelse er, at u(E) = 0.
Vi far nu

{x|g(x)>o<}=<{x|f(x)>o<}u{er|g(x)>0(}>
~{x €E | gx) <a}.

Den forste mengde er malelig da f er en malelig funktion, og de
to sidste mangder er delmaengder af E og dermed begge malelige
da pu er et fuldstendigt mal.

13 Integration over malrum

Definition af integral af simpel funktion Hvis ¢ er en ikke-negativ sim-
pel funktion, da definerer vi integralet af ¢ hen over en malelig
mangde F ved

n
| ¢=XcumEnp,
E :
i=1
nar ¢ er givet ved
n
b= D Cixg:
i=1

Definition af integral af ikke-negativ funktion Lad f veere en malelig,
ikke-negativ, udvidet reel funktion f fra et malrum (X, B, u). Da
definerer vi integralet af f ved

[£- sw [o
o<p<f

hvor ¢ varierer over alle simple funktioner 0 < ¢ < f.

Seetning 11.11 (Fatous lemma) Lad {f;,} veere en folge af ikke-negative
malelige funktioner i et malrum. Hvis f;, gar mod en funktion f
naesten overalt pa en maengde E, s er

JEf < liminf JE fn.

Da funktionsveerdierne pa en nulmaengde ikke pavirker integralet
kan vi antage, at f, — f overalt pa E. Idet [ f er et supremum
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over alle simple funktioner ¢ < f er det nok at vise, at [ ¢ <
liminf [ f, for alle simple funktioner ¢ < f. Lad derfor 0 < ¢ < f
veere en vilkarlig ikke-negativ simpel funktion.

Hvis [ ¢ = o findes der en mangde A < E med u(A) = o hvor
¢ > a > 0, da en simpel funktion ¢ altid er begrenset. Vi saetter
nuA, = {x € E| Vk>n: fi(x) > a}. Da er A, en tellelig
forening af malelige meengder og er derfor selv malelig. Desuden
er folgen {A,} voksende da kravet Vk > n : fi(x) > a lempes
nar n vokser. Da ¢ < lim fy,, sa vil der for et stort nok k gelder,
at fn(x) > ¢p(x) > a for alle n = k. Dermed er A < |JA,, sa der
findes et Ay med u(Ag) = o da A € Ag.

Da [ fn >[4, ¢ > au(Ay) = o sder ogsd lim [ fi, = 0 = [p ¢.

I det almindelige tilfeelde hvor [; ¢ < c er maengden A = {x € F |
¢(x) > 0} malelig da ¢ er en malelig funktion. Da ¢ er begraenset
af M far vi at u(A) < . For et € > 0 satter vi

Ap={x€E|Vk=n:fi(x)>(1-¢ed¢(x)}.

Som for, sa er {A,} en voksende folge da kravet lempes nar n
vokser, og A c |JA, da f;(x) bliver storre end (1 — €)¢(x) nar n
bliver tilstreekkelig stor.

Folgen {A ~ A,} bliver sa en aftagende folge med (A ~ Ay) = &
da A c A, for store n. Setningen om kontinuitet i & siger sa, at
limu(A ~ Ay) = 0 og vi kan derfor finde et k sddan at u(A ~ Ay) <
¢ for alle n = k. For n = k far vi forst at

IEfk > JAkfk > (1 —E)Lk ¢.

Da¢ =0paE ~A,sder[pp= [ =[4a, P+/[s P Idetl-e<1
sa far vi at

Jfk>(1—5) ¢
E Ak

—a-ofe-a-of

>(1—E)L¢— ¢

A~Ay

el on)

Her er hgjresiden gjort uafhengig af k sa nar vi tager limes inferior
pa venstresiden, sa geelder uligheden stadig og

limianEfn > L —e(ch + M>.
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Da ¢ var vilkarlig, sa far vi at

lim inf L fn = L .

Vi har nu vist at liminf [; f,, > [ ¢ for alle simple funktioner
¢ < f. Uligheden bevares nar vi tager supremum over alle simple
funktioner der domineres af f, sa liminf [ f,, > sup [ ¢ = [.

Seetning 11.12 (Monoton konvergens) Lad {f,,} vere en folge af ikke-
negative, malelige funktioner der konvergerer naesten overalt til en
funktion f og antag, at f,, < f for alle n. Da er

Jf =1imjfn.

Bemark, at der ikke er noget krav om at f;, skal veere en monoton
folge, de skal blot veere opad begraenset af f.

Da f,, < fer [ f,, < [ fidet der for enhver simpel funktion ¢ < f,
gaelder at ¢ < f. Men Fatous lemma giver ogsa, at [ f < liminf [ f,,
sa

Jf <limianfn < limsupan < Jf

og dermed er liminf [ f, = limsup [ f,, =lim f,, = [ f.

14 Ydre mal — p*-malelige maengder

Definition af ydre mal Vi kalder en maengdefunktion u* for et ydre mdl
hvis den er defineret pa alle delmaengder af en grundmeengde X, er
0 pa den tomme mangde, monoton og taellelig subadditiv:

u* () =0,
AcB= u*(A) <u*B) og

00

p(UE) < X @,
i=1 i=1

Definition af malelig maengde Vi siger at maengden E er madlelig hvis
der for alle A < X geelder, at

p*(A) = u*(ANE) + p*(AnE).
Pa grund af subadditiviteten er det altid nok at vise, at

p*(A) = u*(ANE) + u*(AnE).
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Saetning 12.1 Mangden af u*-malelige mangder B er en o-algebra.

Da u*(An @) + u*(A NG) = U (D) + u*(A) = u*f(\@) sa er @
malelig. Pa grund af symmetrien i definitionen, sa er @ = X ogsa
malelig. Lad nu E; og E> vaere to malelig maengder.

Da E» er malelig far vi at

H*(A) = u* (AN Ez) + u* (AN E2)
og da E; er malelig, sa er

HANE) =p*(AnE nE) +p*(AnE2 nE1)
sadan at

p*(A) = (AN Ex) + W*(AnE; nEy) + u*(AnE; nEy).

Med omskrivningen
AN(EyUE) = (AnE) U(ANE nE)
af A n (E> U Ep) som en disjunkt forening far vi at
p*(A) = p* (A (Ey UE)) + p* (AN Ez nEY).
hvor A n f{ N fﬁ = AN (E1 U E?)~. Dermed er E; U E» malelig og

dermed ogsa enhver endelig forening af malelige meengder. Dette
viser, at B er en algebra.

Lad nu {E;} veere en fglge af parvis disjunkte, malelige maengder.
Definér G, og E ved

n 00
Gn=UEi og E:UEi.
i=1

i=1
Da er G, € E sadan at E gf@:ogdaEimEj = forj+ier
GnNEn=En 08 GnnEn=Gn.
Da E,, er malelig, sa fas ved induktion at

P¥(ANGp) = W (AN Gy NEp) + u* (AN Gy Ep)
= U *(ANEy) +u*(AnGp-1)

n
- . = ZH*(AﬂEi)-
i=1
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Maengderne G, er alle malelige da de er en endelig forening af ma-
lelige meengder. Derfor er

p*(A) = (AN Gp) + u* (AN Gp).

DaEcGperAnEcANG,o08daANE =U(ANE;) erANE
specielt ogsa en delmangde af | J(A N E;). Vi far derfor at

HF(A) = D u* (AN E) +u* (AN Gn)
i=1

>u*(O(AmEi)) + U (ANE)
i=1

>u*(ANE)+u*(AnE).

Da p* er subadditiv geelder der altid u* (A) < u*(ANE)+u*(ANnE)
og vi har dermed vist lighed, hvilket betyder at E er malelig.

15 Carathéodorys udvidelsessatning

Definition af mal pa en algebra Vi kalder en ikke-negativ funktion u de-
fineret pa en algebra A for et madl pd en algebra hvis () = 0 og

IJ( Ei> = iH(Ei)

1 i=1
nar {E;} er en disjunkt folge af mengder fra A med ;> E; € A.

(G

i

Man ser, at et mal pa en algebra kun adskiller sig fra et mal pa en
o-algebra derved at man ikke har garanti for at en teellelig forening
ligger i algebraen og derfor heller ikke kan kraeve teellelig additivi-
tet i dette tilfaelde.

Definition af ydre mal Som ved definitionen af det ydre Lebesguemal
definerer vi u* ved

WF(E) = inf > u(Ap).

hvor {A;} varierer over alle tellelige overdaekninger af E.
Det kan vises, at u* er et ydre madl, altsa at u* er 0 pa &, monoton
og teellelig subadditiv. Vi siger, at u* er frembragt af u.

Definition af A, og A,s Vi betegner mangden af alle tallelige fore-
ninger af meengder fra /A med A,. Maengden af alle teellelige feel-
lesmeengder af mangder fra A, betegnes As.
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Proposition 12.6 For ethverte > 0ogE € A findesA € A; 0gB € Ags
sadan at E € A og E < B samt

p*(A) <p*(E)+& og p*(B)=u*(E).

Fra infimumet i definitionen af det ydre mal far vi, at der findes en
folge {A;} fra A sadan at

Ec|JA; og D u(A) <p*(E) +e.
i=1 i=1

Dermed er A = JA; € Ay da det er en tallelig forening og A
opfylder pa grund af subadditiviteten at u(A) < > u(A;) < u(E)+e.

Fra det vi netop har vist ved vi, at vi for ethvert n € N kan finde en
maengde A, € A, sadan at

1
Ec Ay og p(Ay) <p*(E)+ —.
n

SetnuB = (1A, sadan at B € Ry5 0g E € Bda E c A, for alle n.
Saer u*(E) < u*(B) og
1
pu*(B) < p*(An) < u*(E) + "

da B c A, for alle n. Dermed er u*(B) < u*(E) og da vi den
modsatte ulighed ogsa geelder, sa er u*(B) = u* (E).

16 Konstruktion af produktmal

Maleligt rektangel Vi kalder A x B et mudleligt rektangel hvis A og B
er malelige maengder fra hver sin o-algebra A og B herende til
malrummene (X, A, u) og (Y, B, V).

Maengden af alle malelige rektangler betegnes R.

Definition af semialgebra Vi kalder en maengde C for en semialgebra
hvis A,B € C medforer, at AN B € C og hvis A € C medforer, at
A =" | A; hvor {A;} er en folge af parvis disjunkte mangder fra
C.

Maengden af alle malelige rektangler, R, og maengden af alle inter-
valler pa R er to eksempler pa en semialgebra.

Definition af A Vi definerer meengdefunktionen A ved
A(A X B) = u(A)v(B),
for Ae A ogBeB.
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Lemma 12.14 Lad {A; X B;} vaere en fglge af parvis disjunkte, malelige
rektangler med forening A x B. Da er

A(AXB) = > A(A; X By).
i=1

For et fastholdt x¢ € A ligger punktet (xo, ) i netop ét rektangel
A; x B; for hvert v € B idet rektanglerne er parvis disjunkte. Nar y
gennemlgber B far vi derfor en raekke disjunkte mengder B; med
U B; = B svarende til de i hvor xg € A;.

Da v er et mal pa B sa v tellelig additiv og derfor er
> V(Bi)Xxa,; (x) = V(B)Xa(x).

Setningen om monoton konvergens har et korollar der nu kan bru-
ges, da vi har en folge af begreensede funktioner x ;. Vi far

Z(JXAI-(X) d“) = J(ZXAi(X)) dup = JXA(X)dN

ogda [xa=pu(A) saer
S v (B (A = Zjv(Bi)xA,- dy = JZV(Bi)XAi dy
_ Jv(B)xA dy = v(B) JxA du = v(B)u(A).

Udvidelse af R til R’ og S Da funktionen A er teellelig additiv, sa ved vi
fra tidligere (Proposition 11.7) at den kan udvides til et mal pa en
algebra R’. Fra Carathéodorys seaetning far vi en udvidelse af R’ til
en o-algebra S hvor udvidelsen af A bliver et fuldsteendigt mal.

Dette fuldsteendige mal betegnes u x v. Hvis X og Y er o-endelige
sa bliver u X v ogsa o-endelig.

Lemma 12.16 Lad E veere en meengde i R,s med (u X v)(E) < oo. Da er
funktionen g defineret ved

g(x) = v(Ex)

malelig og
| gau=wxvi.
Bevises ikke, men skal bruges til beviset af lemma 12.18.
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Lemma 12.18 Lad E veere en (u X v)-malelig delmaengde af X x Y med
(uxXV)(E) < c0. Sa er Ex en v-malelig meengde for naesten alle x og
funktionen g defineret ved

g(x) =v(Ex)

er en pu-malelig funktion defineret for naesten alle x med
L(gdu = (U X v)(E).

Da E er malelig med endeligt mal, sd findes F € R, sadan at
(uxXV)(F) = (UxV)(E)ogEc F.Setnu G = F ~ E der sa er
malelig da bade F og E er malelige. Da E har endeligt mal og da
U X v er endelig additiv, sa er

(HXV)(G) = (UXV)(F ~E) = (uxV)(F) - (HXV)(E).

Da E og F har samme, endelige mal er (uxv)(G) = 0. Lemma 12.17
giver nu at v(Gx) = 0 for naesten alle x og dermed er v(Ex) =
V(Fx) — v(Gx) = v(Fx) ogsa for naesten alle x.

Altsd er g(x) = v(Ex) = V(Fyx) for naesten alle x og da F € Rys
sa giver lemma 12.16 at g er malelig for nasten alle x. Fra samme
lemma far vi at

Igdu = (UXV)(F) = (uxXV)(E).

17 Fubini og Tonellis setninger

Seetning 12.19 (Fubini) Lad (X, A, u) og (Y, B,v) vere to fuldstendige
malrum og lad f veere en integrabel funktion X x Y. Da er funk-
tionen fx(y) = f(x,y) defineret og integrabel for naesten alle x,
funktionen

X — J f(x,y)dv(y)
Y

er integrabel pa X og

[ (] 7o), .

Pa grund af symmetrien mellem X og Y, sa fas endnu tre pastande.

Hvis s@tningen geelder for alle ikke-negative funktioner f, sa geel-
der den ogsa for — f pa grund af integralets linearitet. Vi kan derfor
nejes med at vise setningen for f < 0.
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Vi ved fra lemma 12.18, at de tre pastande gaelder nar f er en ka-
rakteristisk funktion der forsvinder udenfor en maengde med be-
graenset mal. Vi har nemlig, at

g(x) =v(Ex) = JXEX av

er malelig og integrabel da lemmaet ogsa giver, at

ng(x)du = (u X v)(E)

hvor

ng(x) ap = IX(LxEX(y) dV) ap = JX(L XE(x,¥) dV) du
0g

(UxXV)(E) = JXnyE d(uxv).

Da integralet er linesert geelder satningen ogsa for linearkombina-
tioner af karakteristiske funktioner, altsa for simple funktioner der
forsvinder udenfor en mengde med endeligt mal.

En tidligere seetning giver, at der for enhver ikke-negativ malelig
funktion findes en folge {¢$,} af ikke-negative simple funktioner
hvor ¢,, — f punktvist og |¢p,| < f sddan at ¢, er integrabel.
Dermed er (u X v)({(x,y) | pn(x,y) + 0}) < o da ¢4, ellers ikke
ville have endeligt integral.

For fastholdt x Vil (¢pn)x (V) = Ppn(x,y) ga punktvist mod fi ().
Funktionerne (¢, ), er malelige for alle n da de er simple, og der-
for er greensefunktionen f, ogsa malelig. Da f er integrabel er f
begraenset naesten overalt, og derfor er ogsa fx begraenset for nae-
sten alle x. S& fx er integrabel pa Y for nasten alle x.

Setningen om monoton konvergens kan bruges da (¢, )x < fx for
alle n og giver

Jyfdv _ fo dv = JY lim () x dv
= lim Jy(cbn)x dv = lim JY bndv.

Bruger vi seetningen igen far vi at

[ (] r) = ()
i (], )

32



og da seetningen gaelder for simple funktioner er

lim J;((J; bn dv) du = lim JXXY bnd(uxv)

hvor ¢p,, — f sadan at vi ved at bruge s@tningen en tredje gang
far, at

[ (1 7o) et

:J limcbnd(uxv)zj fduxv).
XXY XXY

Seetning 12.20 (Tonelli) Lad (X, A,u) og (Y,B,v) vaere to o-endelige
malrum og lad f vere en ikke-negativ malelig funktion pa X x Y.

Daer fx(y) = f(x,y) defineret og malelig for naesten alle x, funk-
tionen

X J £, ) dv(y)
Y

er malelig og

[ (] ras)an= ., o

Pa grund af symmetrien mellem X og Y, sa fas endnu tre pastande.

Beviset karer pa helt samme made som beviset for Fubinis seetning,
blot er f ikke leengere integrabel. Men det blev ogsa kun brugt til
at argumentere for, at ¢, forsvandt udenfor en mangde med en-
deligt mal. Nar vi arbejder med to o-endelige mal yu og v, sa er
U X v ogsa o-endeligt, og sa siger proposition 11.7 direkte, at vi
kan veaelge ¢, sa de er 0 udenfor en maengde med begraenset mal.

18 WeierstralR’ approksimationssaetning

Definition af tet underrum Vi siger at A < B er taet hvis der for alle
e>0o0gb c Bfindeseta € A sa|la— b| < & Det er sa vigtigt at
specificere den norm man maler med.

Eksempler pa teette underrum er Q i R med almindelig absolut
vaerdi som norm og simple funktioner der forsvinder udenfor en
maengde med endeligt mal i L¥ med p-middel som norm for p < .

Definition af || - ||, Vi definerer || f|l. pa [a, b] ved
Iflle = sup |f(t)].

tela,b]
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Seetning 2.4 (Weierstral®’ approksimationssaetning) Mengden af poly-
nomier pa [a, b] er taet i rummet af kontinuert funktioner pa [a, b],
C(la,b], I lleo)-

Det er nok at se pa intervallet [0, 1] for f er defineret pa [a, b], da
betragter vi blot g pa [0, 1] defineretved g(x) = f((x—a)/(b—a)).
Hvis sa g er et polynomium hvor |g(t) — g(t)| < e for t € [0,1] sa
er q((x —a)/(b — a)) et polynomium pa [a,b] sadan at der for
t € [a,b] geelder at

a(5=2)-ro| - a(3=4) ~o(5=2)

For f pa [0, 1] definerer vi polynomiet p,, ved

e $1(0) () o

< E&.

Da er p, hgjst et n’te-grads polynomium.

Binomialformlen giver, at 1" = (x + (1 — x))™ kan skrives som
oy )
1= ( .)xJ(l — x)"
Jj=0 J

sa nar vi ganger f(x) ind pa summen fas

n n ) ‘
Fx) =D Fool . )x/(1-x)" .
3 o0 ()

Vi skal nu vurdere afstanden mellem f og p, ned under €. Tre-
kantsuligheden generaliseret til n + 1 led giver

n

| f(xX) —pn(x)] < >

J=0

fx) - f(i) ' (?)xj(l —x)",

hvor de sidste faktorer er flyttet ud fra numerisktegnet da de er
positive.

Summen splittes nu op i to summer S; og S»> hvor |[x—j/n| <06i$
og |x —j/n| > 0d6iS> for et fast 6 > 0. Idet vi indferer betegnelsen
ws(f) for den maksimale oscillation af f pa et interval af bredde

o givet ved
ws(f) = sup [f(x) - f(x")],
x,x"€la,b]
[x—x"|<68
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sa fas for S;

Zw(f)( )i —xond

n
-wsh) Y ( (11— 20" = ws().
Her brugte vi igen opskrivningen af 1 = (x + (1 — x))"™ ved hjelp

af binomialformlen.

For S» vurderes | f(x) — f(j/n)| op til 2M hvor M = || flle = f(t)
for alle t € [0, 1]. Samtidig laver vi vurderingen for |x — j/n| > 6

=) = Gl al) = Ge-2)

Vi far nu nar vi trekke 2M og 1/62 udenfor summen

Sy < J§02M((15(X _ i))z(?)xj(l —x)nJ
R

Man kan vise folgende lighed

" i\2 . - ox(1-x
(X_i) XJ(l_x)n_J:¥
0 n n
sadan at
2M x( l—x) 2M 1 M
So <

FE 62 47 28n

idet x(1 — x) < % pa [0, 1] og dermed er hele summen

[F) = pn00)| <81+ 82 < ws(f) + =5
Da f er kontinuert pa [0,1] er den ogsa uniformt kontinuert pa
[0, 1]. Definitionen af uniform kontinuitet giver os et 6 > 0 sadan
at ws(f) < €/2 for ethvert € > 0. For dette 6 veelger vi nu n sa stor
at M/26°n < €/2. Dermed er

X) — X)| <w + <—+-—=¢.

[fOO) =pr(0)| < s(f) + o < o+ 5

Vi har nu konstrueret et polynomium der ligger ¢ taet ved f og
dermed er maengden af polynomier teeti C([a, b], |- |lo)-
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19 Ortogonalsystemer og ortonormalbaser

Definition af rum med indre produkt En funktion (-,-):H x H — C
kaldes et indre produkt pa H hvis den for alle x, y,z € Hog A € C
opfylder at

@ (x,») = (¥,x),
(b) (x +¥,2z) =(x,2) + (¥,2) 0g ({x,¥ + 2) = (x,¥) + (X, 2),
(© (Ax,y) = Alx,») 0g (x,Ay) = A(x, ¥),
(d) (x,x)>0o0g
() x # 0 = (x,x) > 0.
Definition af norm Vi definerer || - || ved ||x]|| = V{x, x). Det kan vises,

at det giver en norm sadan at den opfylder trekantsuligheden, at
x| =0 < x =0 og sa videre.

Da [{x,y) — (x,z)| < |lx|llly — z|| pa grund af Cauchy-Schwarz’
ulighed er det indre produkt kontinuert i begge variable.

Regneregler for norm For x,y € H fas cosinusrelationen og parallello-
gramloven der siger at

Ix + yII2 = lIxlI* + Iy 1% + 2R ({x,»)) og
Ix + ¥ 1I7+ llx = y1I? = 2lIx[1? + 2|l ¥]1°
Definition af ortonormalsystem Vi kalder en meengde {eq,ep,...} i H
af indbyrdes vinkelrette, normerede vektorer for et ortonormalsy-

stem. Der skal altsa gaelde at (ej,ej) =0 < e; L ejfori+ jog
lleill = (e, e;) =1 for alle i.

Seaetning 2.6 (Bessels ulighed) Lad {e;;} veere et ortonormalsystem i H
og x € H et vilkarligt element. Da geelder

Ix12 = > [(x,e) |
i-1

Seetning 2.6 (Parsevals ligning) Lad {e,} vare et ortonormalsystem i H
0g x € H et vilkarligt element. Da gaelder

) n )
Ix12 = > [(x,e) |* = x = Lim > (x,ee; = 3 (x,ee;.
i=1 i=1 i=1

Seetning 2.12 Lad H veere et komplekst vektorrum med et indre produkt
med et ortonormalsystem {e;,}. Vi setter V = span{e,ep,...}. Da
er folgende udsagn aekvivalente:
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@ lx)%="> [(x,e;)|* foralle x € H,
i=1

n 0
(b) x = lim El (x,e;)e; = gl (x,ei)e; for alle x € H og
(c) Det mindste lukkede underrum som indeholder {e,} er lig H.

Hvis H er et Hilbertrum, da medfoerer disse tre egenskaber at {e;}
er et maksimalt ortonormalsystem.

Vi beviser saetningen ved at se pa et vilkarligt x € H. Den forste
@kvivalens er givet ved Parsevals ligning.

Vi viser nu at x € V nar x = lims, = lim >, (x,e;)e;. Vi har at
sp € spanieq,...,en} og definitionen af V er netop at den indehol-
der alle konvergenspunkter for felger fra V sa specielt indeholder
den x = lim s,,.

For at slutte den modsatte implikation skal vi ferst vurdere x — s,
imod x — vy for et vilkarligt v € V,,. Vi far forst at

(Sn,ei) = <Z (x,ej)ej,ei> = Z ((x,ejlej, ei) = (e, e;)
j=1 J=1

Sa (x —Sp,e;) = {x,e;) — {sn, e;) = 0. Derfor star x — s, vinkelret pa
e; for alle i og da det indre produkt er linesert star x — s, vinkelret
pa alle y € V,, = span{ey,...,en}.

Fra Pythagoras far vi nu at
Ix —ylI? = llx — sy + 50 — Y2
= llx = sull® + lIsn — ¥II* = lIx = snll?

da s, — v liggeri V,,. Dermed er || x — Y| = ||x — snll.

Vi fgrer beviset kontrapositivt, sadan at vi viser at hvis en af de to
forste ligninger ikke holder, sa er x ¢ V. Savi antager at x # lim s,.
Dermed er Parsevals ligning ikke opfyldt og Bessels ulighed giver
nu, at

0

(o]
IxlIZ > > [(x,e) [* = lIxlI? = > [(x,e)|* =d? > 0.
i=1 i=1
Da x — s, star vinkelret pa s,, € V,, sa er

[x)? = lim |[syll? = lim |lx — spll? = inf ||x — sy I2
n—oo n—oo n

hvor vi til sidst kunne satte greenseverdien lig infimum da felgen
er aftagende idet || sy || er vokser nar man tager flere led med. Da vi
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tager infimum over n, sa er dette tal uafhsengigt af . Vi har nu at
der for y € V,, gaelder

Ix =yl =[x = sl >iryllf||x—sn|| =d>0.

Dette geelder for alle n, sa for y € U,_; geelder at |Ix — y| =
infy, ||x — sull = d > 0. Dermed kan y ikke liggei V.

Vi har nu vist, at de tre forst udsagn geelder for for et vilkarligt
x € H, dermed gelder de for alle x € H. Vi mangler nu at vise,
at disse udsagn sammen med fuldsteendigheden af H medferer, at
{en} er et maksimalt ortonormalsystem.

Antag derfor, for en modstrid, at det kan udvides til {f,e1,...} og
at denne udvidelse ikke er triviel, altsa at f + 0. Da f € H sa kan
den udtrykkes ved hjeelp af de mange e; som

IF12 =3 [(fen|>= S 0=0.
i=1

i=1

Sa {e,} kan ikke udvides. Antag nu omvendt at {e,,} er et maksi-
malt ortonormalsystem og definer s ved

s = Z (x,ei)e;

i=1

for et vilkarligt x € H. Denne rakke er konvergent da H er et
Hilbertrum og da det indre produkt er kontinuert pa H x H, sa er

(s,ei) = > (x,ej){ej,ei) = (x,e;)
j=1

hvilket betyder at s — x L e; for alle i. Hvis nu s + x sa er (s —
x)/lls — x|l en ny vektor der star vinkelret pa alle andre e; hvil-
ket giver en modstrid da vi har antaget af {e,} er et maksimalt
ortonormalsystem. Sa s = x og dermed har vi vist den enskede
implikation.

Definition af ortonormalbasis Et ortonormalsystem i et Hilbertrum kal-
des en ortonormalbasis hvis det er maksimalt.

20 Satningen om narmeste punkt og
projektionssatningen

Seaetning 2.16 (Naermeste punkt) Lad M < H vere en lukket konveks
maengde i et Hilbertrum H. Da findes preecis ét punkt v € M for et
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givent x € H sadan at
- = inf - z|.
llx — Il nf lx -zl
Da ||x — z|| er nedad begraenset af 0 findes inf ||x — z|| = d = 0 for
z € M. Da d er et infimum, sa findes der for ethvert n et z,, € M

sadan at

1
d<l|lx—-zyll<d+ —.
n

Vi viser af folgen {z,} er en Cauchyfolge da at se pa z,, og z,, for
n, m € N. Parallelogramloven giver nu at

Izn = zmllI? = |[(zn — x) = (zm — 2)||?
=2llzn = x[1? + 2llzm — xII* = lIx|l
—[(zn = %) + (zm — 2)||?
=2llzn — x|I* + 2|l zm — x|I?
—4||% (zn + zm) — x||?

132 1\2
<2(d+—) +2(d+—) — 442
n m

1 2
< 4<d ‘ 7) 4
min(n, m)

hvor vi ved neaestsidste vurdering benyttede, at M er et underrum
sadan at %(zn + zm) ligger i M.

Vi ser, at ||z — zm ||? g&r mod 0 for min(n, m) — oo hvilket betyder
at {z,} er en Cauchyfolge. Da H er et Hilbertrum findes y = lim z,,
og da M er lukket sa ligger y i M. Kontinuiteten af normen giver

d<l|x—-yll=Ilx-limzyll
1
—lim|x — zy|| = hm(d + —) _d,
n

hvilket viser, at y = lim z,, virkelig er det naermeste punkt.

At y er entydig vises ved et modstridsbevis. Lad y’ veere endnu et
punkt med ||[x — y’|| = d. Parallelogramloven giver igen at

ly = y'1% = |[(y —x) = (v = x)||?
=2y —xl?+2lly = x> = |(y = x) + (¥ = x)|]?
= 2|y — x> + 21y’ - xI? - 4|3 (v + ¥") - x]?

<2d®+2d°-4d* <0
sadan at ||y — »’|| = 0 hvilket viser at y er entydig.
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Saetning 2.17 (Projektionssatningen) Lad M c H vere et lukket under-
rum. Da er H en direkte sum af M og M+ sadan at ethvert x € H
kan skrives pa entydig vis som

X=y+z

hvor y e M og z € M*.

Lad x € H vere givet og lad vy € M veere det naermeste punkt for
x i M. Da ethvert underrum er konveks, sa er y valgt entydigt. Da
gaelder

R{iz—y,x—y)<0 VzeM.

For et vilkarligt u € M fasmed z = u + y at R{u,x — y) < 0. Da
det geelder for et vilkarligt u € M da geelder det ogsa for Au hvor
A e C.Med A = -1 fas

(_u’x_y> =_<u1x_y> <0:> (uax_y> =0’
hvilket viser, at x — y € M*. Vi kan dermed skrive x € H som
xX=y+(x-y)

hvor y e Mog x —y € M+.

Denne opskrivning er entydig, thi hvis x = y + z = v’ + z’ med
v,y €Mogzz € M* safarviat

M>y-y =2z —-zeM*

sadan at alle fire elementer ligger i M N M+. Men M n M+ = {0}
idet et element 0’ i feellesmeengden opfylder at (0’, x) = O for alle
x € H, sa specielt har vi at (0’,0") = 0 hvilket viser at 0" = 0.

21 Duale rum

Definition af lineaer operator Vi kalder en afbilding A fra et vektorrum
X til Y en linecer operator hvis den opfylder at

Alxx + By) = xA(x) + BA(Y)
for alle x,y € X og o, B € R.

Definition af operatornorm Hvis der for en linear operator A findes et
tal M sddan at ||A(x)|| < M||x]|| for alle x € X sa siges A at veere
begreenset. Man kan vise, at begreensethed er ensbetydende med
kontinuitet.
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Vi betegner det mindste sddanne M med ||A|| der sa er givet ved

A
Al = supM-
x=0 x|l

Der gaelder da ||[A(x) || < ||A]l l1x]].

Proposition HLR 10.3 Rummet B af alle begransede linesere operatorer
fra et vektorrum X til et vektorrum Y er selv et vektorrum. Hvis Y
er fuldstendigt (et Banachrum), da er B ogsa fuldstaendigt.

Propositionen bevises ikke men den skal bruges senere.

Definition af duale rum Mangden af alle begreensede linesere operato-
rer fra et vektorrum X til C kaldes det duale rum til X og betegnes
X*.

Seetning FN 3.1 (Riesz-Frechet) Lad H vare et komplekst Hilbertrum og
definér en afbilding Tx: H — C for ethvert x € H ved

Tx(y) = (¥, x).

Da er Ty en kontinuert lineaer operator. Afbildingen T:H — H*
defineret ved

giver da en afbilding af H pa H* der er isometrisk, surjektiv og
konjugeret linegert.

Dermed kan enhver linear operator f fra et vilkarligt komplekst
Hilbertrum til C skrives som f(y) = (y,x) hvor x er entydigt
bestemt ved f og || fIl = llx]I.

Det er klart at Ty er linear da det indre produkt er lineart i forst
variabel. Fra Cauchy-Schwarz far vi at

T = 1T | = [ = ¥ x) | <Dy = >l ]l

hvor ||y —y'|| — Onar y — y’ idet normen er kontinuert. Dermed
bliver Ty ogsa kontinuert. Vi viser nu de tre egenskaber for T.

Forst vises at T er isometrisk ved at vise, at T, er isometrisk.
Cauchy-Schwarz giver at

| Tx (V)| = [{y, )| < llyllix]]
for alle v € H og dermed er || Tx || < ||x||. Omvendt far vi at

| Tac ) | = [(x, ) | = llx)1? < [Tl lix Il = Il ]l < | Tl

41



sadan at || Tx|| = l|x]|l. Daer |[T(x)|l = ||T«|l = l|x]|| og T er saledes
isometrisk.

Derneest viser vi at T er konjugeret linezer. Dette folger af at det
indre produkt er konjugeret linear i anden variabel. Vi far at
T(Ax + ) = Tax+y
hvor
Taxiy(2) = (2,Ax + ¥) = Az, x) + (2,¥) = T5,.(2) + Ty (2),

sadan at

TAX +¥) = Taxsy = AT(X) + T(y).

Endelig viser vi at T er surjektiv ved for et f € H* atfinde et x € H
sa f = Tx. Hvis f = 0 sa har vi at T(0) = Tp = f, sa vi antager nu
at f = 0.

Da f er en begraenset lineaer operator er den ogsa kontinuert og
saledes bliver M = ker f = {x € H | f(x) = 0} = f71({0}) en
lukket meengde da urbilledet af den lukkede mangde {0} bliver en
lukket meengde under en kontinuert funktion. Da {0} er et under-

rum er M ogsa et underrum. Projektionssaetningen kan nu bruges
saH=M+ M.

Idet f + O sa findes der et z € H sa f(z) # 0 og dermed ligger
z € M+. Desuden er z + 0 da det ellers ville ligge i M n M. Vi kan
ydermere valge z sadan at f(z) = 1 idet M+ ogsa er et underrum.

For et vilkarligt v € H far vi nu at

fO-fOz)=f)-ff@=f)-f(y)=0

say — f(y)z € M for alle y og er dermed ortogonal med z. Sa

0=(y-f(¥zz)=(y,2) - f(¥)z,2)
Isolerer vi f () far vi

_ (v,2)
(z,2)

S ) = (»,z/lzl%).

Vi har nu vist, at T(yv/||z||?) = Ty izi2 = f hvilket betyder at T er
surjektiv.
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22 Foldning

Redefinition af L! Med det nye L' (-, @) menes den gamle L! (—o0, o)
hvis o = o0, ellers menes de 2x-periodiske funktioner f:R — C
hvis restriktion ligger i den gamle L' (-, ).

Definition af foldningsintegral Lad f og g veere funktioneri L' (—«, ).
Da defineres foldningsintegralet f * g ved

f*xgx) = Jaf(x —t)g(t)dt.

Nar integralet eksisterer for neesten alle x i (-, &) siges foldnin-
gen af f og g at eksistere.

Satning 4.1 Hvis f er en integrabel funktion pa R og h € R et vilkarligt
reelt tal, sa er

Jf(X)dx = Jf(x+h) dx = Jf(—x)dx.

Integralet er med andre ord translationsinvariant.

Bevises ikke, men beviset bygger pa, at Lebesguemalet er transla-
tionsinvariant hvilket igen bygger pa at hvis | I, overdaekker E da
overdekker |J(I, + h) ogsa E + h.

Lemma 4.2 Hvis E < R er Lebesguemalelig, da er mangderne

RxE={(x,y)eR?> | xcR,ycE} og
B={(x,y)€R? | x -y €E}

begge Lebesguemalelige.

Setningen navnes blot men bevises ikke.

Saetning 4.3 Lad f og g vere to integrable funktioner i L'(—«, ). Da
eksisterer f x g og f * g € L' (—«x, «). Desuden er

lLfx gl <Ifll1lgl?
0g

jaa<f % 9)(x) dx = (jaaﬂx) ax) (Jig(x) ax).

Vi saetter K(x, y) = f(x—7y)g(y) der kan opfattes som et produkt
af f'(x,y) = f(x —y)og g'(x,y) = g(y) sadan at
{6, eR? | f1(x, ) > o) = {(x,) eR® | f(x—»)>af,
{5, ) eER® | g'(x,) >} =Rx{¥y eR | g(») > «.
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Da f og g er malelige funktioner pa R, sa giver lemmaet at de to
superniveaumangder begge er malelige mangder, og dermed er f’
og g’ begge malelige funktioner pa R2. Da K er et produkt af to
malelige funktioner er K selv en malelig funktion.

Vi bruger nu Tonellis satning til at vise at K er integrabel. Dernaest
bruges Fubinis setning til at vise at foldningsintegralet eksisterer.
Forst kan Tonellis saetning bruges pa |K| da K er malelig og vi far

J |K(x, )| d(x,¥)
(=0, ) X (— ¢, x)

I(—ot o)X (— o, ) |f(x=»)g(y)]d(x,y)

_ j“ (Ji’f(x - ¥)g(y)] dx) dy

-

= fa 9] (I‘Xa [f(x =] dX) dy

_ (Iaaf(x —y) dx) (Jaag(y) dy)

= Ifll1 gl < oo.

Dermed er K integrabel pa [—«, ] X [— &, «].

Fubinis seetning kan nu bruges pa K, og vi far at foldningsintegralet

(a0 = | fix-yg0ndy

eksisterer for nasten alle x. Fubinis seetning giver ogsa at fold-
ningsintegralet f * g er integrabel pa [—«, «] sa

If * gl = I_aa J:f(x —y)g(y)dy' dx

< ch (Iaa | f(x=»)g(»)] dy) dx

—x —

= Jaaqaa | fx=2)g(»)] dx) dy
= Ifll llgll1.

Her brugte vi Fubinis seetning til at ombytte integrationsreekkefol-
gen i naestsidste trin sadan at vi kunne bruge ligheden fra den tid-
ligere integration af |K]|.
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Endelig folger [(f * g) dx = (] f dx)(] g dx) ved at bruge Fubinis
setning pa f*g.Det kan vi gare idet vi nu ved at f*g er integrabel.
Ved at sette g uden for integrationen tidligere fas vi nu at
X r X (64
I a(f * g)dx = a(f af(x -)g() dy) dx

J

Fa,x(raﬂx - )9(y) dx) dy

J

X

=" 90n([ roc-yrax)ay

J

(| roc-max)(]" gar)

([ e ([ o).

Til sidst benyttede vi at integralet er translationsinvariant.

23 Approksimerende enheder

Definition af approksimerende enhed En folge {k,}iL!(-«, ) kaldes
en approksimerende enhed for L' (—«, «) hvis den opfylder

(a) ks, = 0 for alle n,

X
M) kne L' (—x,x) N L® (-, &) medI kyn =1 for alle n,
-

(c) L 6kn(t)dt—»0forn—»oofora11e6>00g
t|=>

(d) lim k;(t) = 0 uniformt for alle 6 > O med 6 < |t].

Nn— o0

Seetning 4.7 Hvis {k,} er en approksimerende enhed for L' (—«, &) og
f € L' (—«, &) er kontinuert i x( da er

nliinoo(f * ky)(X0) = Xo,

Hvis f er uniform kontinuert og begraenset pa R sa er
Hm(Lf s knlleo = 11Lf e
n— oo

hvilket vil sige at lim f * k, = f uniformt pa R.

Vi vurderer afstanden mellem (f * k;) (xg) og f(xg) sa

| (f * kn) (x0) = f(x0)| = U:f(x ke (D dt _f(XO)’
N H:(f(x_ t) _f(xo))kn(t)dt‘
5
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da [* k,, = 1 sadan at [%, f(x0)kn = f(x0).

Vi vurderer nu opad ved at flytte numerisktegnet indenfor i inte-
gralet og splitter integralet op i to integraler alt efter om [t| er
storre eller mindre end et fast 6 > 0. Altsa er

Uaa(f(x -1 _f(x()))kn(t)dt‘
SI ’(f(x—t) —f(xO))kn(t))dt
[t] <6

- Jt|>5 ’ (f(x =1) = f(x0)) kn(t) ’ dt.

I det forste integral vurderer vi leddet |f(x —t) — f(xo)| op mod
supremum over en uafhangig variabel s og da det er uafhangigt
af t kan denne faktor flyttes udenfor. Tilbage star et lille integral
over ky. Dette vurderes op mod 1 da det er integralet over hele
intervallet [ — &, «] og vi far

J|t<6 ‘ (f (x = 1) = f(x0))kn (1) ‘ dt

<sup | f(x —s) - f(xo0)].

Is|<d

Det andet integral vurderes op ved at bruge trekantsuligheden pa
|f(x—t)—f(x0)|, dernaest ganges k; (t) ind pa de to led og endelig
splittes integralet op i to sa

J|t>5‘(f(x —t) = f(x0))kn(t) | dt
<I }f(x_t)}kn(t)—'_|f(x0)|kn(t)dt
[t]|=6

=I }f(x—t)}kn(t)dt+J | f(x0) | kn(t) dt.
[t|=0

[t|=6

I det forste integral vurderer vi k, (t) op mod supremum over en
uafheengig variabel s sddan at det kan flyttes udenfor. Tilbage har
vi et integral over f(x — t). Da integralet er translationsinvariant
kan dette vurderes op imod et integral over hele [ -, «] hvilket sa
giver || f|l1. I det andet integral er |f(xg)| uafhengig af ¢ og kan
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flyttes udenfor sadan at
L|>6 ’ (f(x —t) = f(x0))kn(t) ’ dt
< J | f(x —1t)|kn(t)dt + J | f(x0) | kn(t)dt.
t]>6 t|>6

< If 111 sup kn(s) + | £(x0)] j kn(t) dt.
|s|=6

[E]=0

Dermed bliver den oprindelige vurdering

| (f * kn)(x0) — f(x0) |
< sup | f(x —s) - f(xo)]

|s]<d

# A sup kn() + [Fo)| | ka0,

[s|=0
Tager vi nu lim sup,, .., pa begge sider, sa far vi at

limsup | (f * kn)(x0) — f(x0) |

Nn— oo

< lim sup (sup | f(x —3)— f(x0)]

n—oo [s|<é6

£ 1f1h sup kn(s) + | £(x0) | J|t>5kn<t)dt)

[s|=6

= sup |f(x —s)— f(x0)]

|s]<d

+ limsup<||f||1 sup kn(s) + | f(x0)| Jt|>5 kn(t) dt).

n—oo [s|=6

Fra definitionen af en approksimerende enhed far vi at

limsup [|f1l1 sup kn(s) =0

Nn—o0 [s|=0

da || fll1 < oo idet f ligger i L' (—«, ). Vi far ogsa at

limsup | f(xo) | Jt|>5 ko (t)dt =0.

Nn— oo
Dermed er

limsup | (f * kn)(x0) — f(x0)| < sup | f(x—3s) — f(x0)]

Nn— oo |s|<d
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og da f er kontinuert i xg sa gar f(x — s) mod f(xgp) nar 6 og
dermed ogsa s gar mod 0. Vi far da at

0< lm_ [(f*kn)(x0) = f(x0)|

< limsup | (f * kn)(x0) — f(x0) | <0

Nn— oo

hvilket betyder at greenseverdien findes og

Jim (f o+ kn) (x0) = f (x0).
Anden del af setningen kraver en vurdering der er uafhengig af
x. Vi far forst som for at

| (f % kn)(x) = f(x)]
) It|<6’(f(x 1) = fG)kn(D)] dt

" Jtlzd ’ (f(x = 1) = f(x))kn(t) ’ dt.

Det forste integral vurderes op som for mens det andet integral
vurderes op ved at satte 2| f||.» udenfor.

| (f % kn)(x) = f(x)]
< sup | (FGe =) = FGO)| +20flls | kn(Dy .

|s]<o6

Uligheden bevares nar vi tager supremum over alle x € R hvilket
giver || - || pa venstresiden. Vi benytter at det sidste led er uafhaen-
gigt af x og far

sup | (f * kn)(x) = fX) | = IIf * kn = fll

xeR

< sup sup ’(f(x—s) —f(x))’ +2”f”°°,[t|>5k”(t)dt'

xeR [s|<d

Vi tager nu limes superior pa begge sider hvorved det sidste led
forsvinder idet k;, er en approksimerende enhed sadan at integra-
let gar mod O for n — . Vi far at

limsup ||.f * ky — flleo < sSup sup ’(f(x—s) —f(x))’.

Nn— o0 xeR |s|<6

Hvis f er uniform kontinuert, sa gar hejresiden mod 0 nar 6 gar
mod 0" og dermed far vi at

0< him [f*kn—fllo <limsup|lf*kn— fllo <0,
— 00 N— 0

hvormed grenseverdien findes og lim f * k;, = f uniformt pa R.
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24 Konvergens af Fourierrakken

Definition af Fourierraekke En trigonometrisk reekke af formen

(o)

Z Cneint

n=—oo

hvor ¢, har formen
1 (™ .
— J f(x)e™  dx
T J—-11

for et f € L1 (-1, 1) kaldes en Fourierraekke. Vi skriver

b .
Z cnemt_

Nn=-—00

Definition af afsnitssum Vi betegner den n'te afsnitssum i Fourierraek-
ken for f med s, sa

n
sn(x) = > cpet®™.
k=-n
Definition af Dirichlets kerne Ved at regne pa afsnitssummerne far vi

n

s (2111 J:Tf(t)eikt dt>e—ikx

k=-n

ol

k=—n

n

LS de)a

e 2Tr

o

Hvis vi for x # 0 definerer D,,(x) ved

Sn(x)

z: ewdx t)

k— -n

Dn(X) Z elkx
k——n
daserviats, = f* Dy daDy, *x f = f*Dy. Folgen {D,} kaldes
Dirichlets kerne. Det ses, at D), er lige da vi summerer over et sym-
metrisk interval omkring 0 saddan at bade e** og e~kx optraeder i
summen.
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Seetning 5.6 Lad f vare en udvidet 27r-periodisk funktion i L' (-1, )
og lad x¢p € R veere et kontinuitetspunkt for f hvor funktionen

_ Jxo-1t) = f(xo)
t

er integrabel pa intervallet [ —7r, 17]. Da konvergerer Fourierraekken
for f punktvist mod f i x¢ sa

t

Aimsn (xo0) = f(xo).

Seetningen bevises ikke men skal bruges i beviset af seetning 5.8.

Seetning 5.8 Lad f veere en udvidet 27r-periodisk funktion i L!(—1t, )
og lad xg € R veere et punkt hvor grensevaerdierne f(xp~) og
f(xo") findes. Hvis funktionen

. Sfxo+1t)— f(xo™) +f(Xo—t)—f(X07)
t t

er integrabel pa intervallet [ —7T, 11] s& konvergerer Fourierraekken
for f punktvist mod gennemsnittet af de to greenseveerdier sa

t

Jim s (x0) = 3 (f(x07) + f(x0™")).

Vi bruger opskrivningen s, = f % D, og far

T

Sn(x0) Sf(xo—t)Dn(t)dt

~0 1d
- f(xO—an(t)dHJo F(xo - )Dn(t) dt

J=TT
T

= f(x0+t)Dn(t)dt+Inf(xo—t)Dn(t)dt
0 0

1T

=1, (f(xo+1t) + f(xo—t))Dn(t)dt.

Da integranden er en lige funktion, sa vil integralet fra —7r til O
have same veerdi og integralet over [—1r, 1r] bliver derfor dobbelt
sa stort. Det korrigerer vi og far

Sn(xo0) = Jn L

2 (f(xo+1t)+ f(xo—t))Dn(t) dt.

Dette integral kan skrives som (g * D) (0) hvor g(x) = %(f(xo +
x) + f(xo — x) for x + 0. Vi seetter g(0) = %(f(onr + f(xo~) sa-
dan at g er kontinuert i O fordi vi har antaget, at greensevardierne
f(x07) og f(xo") findes.
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Seetning 5.6 kan nu bruges fordi vi har antaget at funktionen

. fxo+1t)— f(xo") N f(xo—1t)— f(xo)
t t

er integrabel, og denne funktion er lig t — (g(0 —t) — g(0))/t.

25 Cesarosummabilitet af Fourierraekken

Definition af afsnitsmiddelsummer Vi definerer o, ved

Un(x):So(x)+---+sn( Zsk(x

n+1 n+1

hvor s, er det n'te symmetriske afsnit i Fourierraeekken for f.

Definition af Fejers kerne Idet integralet er lineert bliver foldningen
ogsa linear sa vi satter

n

on(x)

= (f * Fn) (x)

sa Fp = (1/(n+1))>;_o Dy og kalder folgen {F,} for Fejers kerne.
Da Dy er lige for alle k bliver F,, ogsa lige.

Det kan vises, at F,, er en approksimerende enhed for L (-1, 7).

Seetning 5.10 Lad f € L!(—m, 1) have Fourierkoefficienterne {c,}. Da
gaelder

(a) Hvis xg € R er et kontinuitetspunkt for f, sa er
Aim oy (xo) = f (o).
(b) Hvis f(xo~) og f(xo") eksisterer, sa er
Jim o (x0) = 3 (f(xo7) + f(x07))
(c) Hvis f er kontinuert sa er
nleoo on=f
uniformt pa R.
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Hvis f er kontinuert i xg, da giver s@tning 4.7 at (f * Fy)(xg) —
f(x0) sadan at

Jim o (x0) = lim (f * Fn)(x0) = f(x0).

Hvis vi antager at f(xg~) og f(xo*%) eksisterer, sa kan vi lave en
funktion g sadan at 0, (x) = (g * F,)(0). Idet F,, er lige far vi

7T

S(xo—)Fu(t)dt

sn(x0)
J—=TT

~0 s
- f(xo—t)Fnu)deo F(x0 - OFn(t) dt

J-=TT
rTT

=, S (xo+ )Fn(t) dt + Jonf(xo — U)Fn(t) dt

T

=], (f(xo+1t) + f(xo—1t))Fn(t)dt.

Da integranden er en lige funktion, sa vil integralet fra —r til O
have same veerdi og integralet over [—1r, 1r] bliver derfor dobbelt
sa stort. Det korrigerer vi og far

™1
su(x0) = |5 (FGxo+0) + fxo - ) Fa(t) dt

= (g * Fn)(0),

hvor g(x) = %(f(xo - x) + f(xo + x)) for x # 0 og g(0) =
%( f(xo7)+f(xp")). Funktionen g er da kontinuert og forste punkt
i denne satning giver at

lim s,(x0) = lim (g % Fy)(0)
NnN—oo NnN——oo

g(0) =1 (f(xo7) + flxo™)).

Hvis endelig f er kontinuert pa [—1r, 7] da er f ogsa uniform kon-
tinuert. Seetning 4.7 giver da at f * F,, — f uniformt pa R.

Seetning 5.9 (Fejers satning) Lad f € L1 (-1, 1T) vaere givet. Da konver-
gerer 0, mod f i 1-middel sa

Jim 11f - oulli = 0.

Setningen bevises ikke, men skal bruges i entydighedssatningen
nedenfor.
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Seetning 5.11 (Entydighedssatningen) Hvis f € L! (-1, 1) er en funk-
tion hvor ¢, = 0 for alle n da er f = 0 nasten overalt.

Nar ¢, = 0 er ogsa s, = 0 for alle n og dermed er o, = 0 for alle n.
Fejers seetning giver at lim || f — o ll1 = lim || f|| = 0 sddan at f = 0
naesten overalt.

26 Konvergens af Fourierraeekken i L2

Definition af indre produkt pa L% (-, ) For f,g € L?(—1, ) define-
rer vi (f,g) ved

1T u—
(f,9) = J fg.
—TT
Det kan vises at dette giver et indre produkt.

Seetning 5.12 Vi definerer f;, ved

1 inx
f%(x)==567?€ .

Systemet udger en ortonormalbasis for L%(—11,1T).
Med det indre produkt fas at f,, L fin da

™ - 1 ™ i
(fn, fm) =J JnSm = — etm=mit gt — {
—TT

21 J-m

0 n=+m,
1 n=m.

Her brugte vi at e'kt er en ulige funktion sadan at den har integral
0 hen over et symmetrisk interval omkring 0. Nar n = m sa er
elm=m)t — 1 og integralet giver saledes 27t sa vii alt far 1. Dermed
er {f,} et ortonormalsystem.

Vi viser at {f,} er maksimalt ved at forsege at udvide det med
f + 0hvor (f, fn) = 0 for alle n. Da L2(—1r, 1) C L' (-1, 1) ligger
f ogsa i L' og Fourierkoefficienterne c,, for f er alle lig 0. Sat-
ning 5.11 giver da at f = 0 naesten overalt. Idet {f;,} er maksimalt
udger det en ortonormalbasis.

Definition af Fourierraekke For f € L!(—1r, 1) definerer vi Fourierraek-
ken for f ved

o0

Z Cneint,

Nn=—oo

hvor ¢y, er givet ved
1 (™ ,
Cp=— J f(x)e "X dx.
21T J-m
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Vi far at \/ﬁcn = (f, fn) idet
™ o ™ 1 . 1
(fyJn) = J_Trffn = I_nf(X)@e X dx = Nt

Definition af afsnitssum Vi betegner den n’te afsnitssum i Fourierraek-
ken for f med s, sa

Seetning 5.13 Lad f vere en funktion i L2(—1r, 1) med Fourierkoeffici-
enterne {c,}. Da er

00

@ f(x)= > cpe™ iL? altsd ||f - snllz — 0 for n — o.

Nn=-—00
(o]

T
J |f(O)|?dt =2m > lcnl?>  (Parsevals formel).
—TT

N=—0o0

) ILf1?

Hvis vi omvendt har en folge {c,} i €2, hvor altsa > |cn|? < «, da
kan vi definere en funktion g € L2(—1r, 1) ved

[ee]

gx)= > cpe™,

Nn=—oo

hvis Fourierkoefficienter er {c,}.

Idet {f5} er et ortonormalsystem for L2(—11,17) giver seetning 2.12

Sf(x)

D, (oS fu(x)

Nn=—co

> \/ﬁcn\/l—ei”xz > cpe™,

N=—o0 21T Nn=—o0

Samme satning giver ogsa at

(o) (o8] (o8]

A2 = S [ff) P = D Wemenl® =2 > Jenl?

n=—oo n=-—oo n=—oo

Hvis vi omvendt har {c,,} i ¥? da er de symmetriske afsnitssummer
sn en Cauchyfolge i L? idet der for n > m geelder at

isn(t) - Sm (1) i

n n
_ ‘ Z cretkt +C_kefikt) < Z lcret®t] + |c_pe k|
k=m+1 k=m+1
n [e)
= > el +lekl < D ekl + lekl.
k=m+1 k=m+1
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Da raekke > |cx|? er konvergent gar halerne mod 0 og saledes gar
IS (t) — S (£)] mod O for min(n, m) — co. Da L2(—17, 1) er fuld-
steendigt er enhver Cauchyfolge konvergent i L2(—1t, 17). Sa

Jim s, =g € L% (-1, 7).

Fourierkoefficienter for g bliver {c,} da der for alle m € Z med
—|n| < m < |n| gelder at

(Sny Jfm) = < zz Ckeik',f;n> = zz (Ckeik.sj%n)

k=—n k=-m
1
Cm-
\/27Tm

Her brugte vi linearitet af det indre produkt i forste variabel og det
at fo, er ortogonal med ek* nar k = m.

= (™, fn) = cxfe™,1/V2mwem ) =

Lader vi nu n ga mod uendelig for et fastholdt m, sa far vi at
(g, fm) = cm da det indre produkt er kontinuert. Dermed er Fouri-
erkoefficienterne for g givet ved {cy}.
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