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Kapitel 1

Introduktion og terminologi

Den obligatoriske opgave gar ud pa at skrive et Java-program, der kan
finde en storst mulig pardannelse i en ikke-orienteret, todelt graf. Opgaven
er opdelt i tre delopgaver, som leegger op til en skridtvis konstruktion af
et Java-program. Disse delopgaver loses i de neeste tre kapitler: Forst kon-
strueres en abstrakt algoritme, som bevises korrekt; derneest designes der
effektive datastrukturer; og til sidst foretages der en implementation i Java.
Det feerdige program vil blive brugt til at lese to konkrete skemalaegnings-
problemer hentet fra det virkelige liv.

1.1 Parringer, deekninger og parringsgrafer

En ikke-orienteret graf G = (V, E) med n knuder og m kanter er todelt, hvis
knudemengden V kan deles i to disjunkte delmeengder V; og V>, saledes
at alle kanterne i E forbinder en knude i V1 med en knude i V,. Vi vil
sommetider angive G pa formen G = (V1, V3, E) ndr vi ensker at markere, at
knudemeengden V er foreningen af to disjunkte knudemaengder V1 og V>.

En parring er en delmeengde P af kanterne i E, hvor alle kanterne i P er
knudedisjunkte.

En deekning er en delmeengde D af knuderne i V, séledes at alle kanterne
i E er incidente med mindst én knude fra D.

Grafeni figur 1.1 pa den folgende side er et eksempel pa en todelt graf.
De fede kanter angiver parringen P = {{A1, B1},{A2, B2}, {A3, B3}} af storrelse
3. Et eksempel pa en deekning er knuderne D = {A;, A3, A3, By}.

For en vilkarlig parring P og deekning D geelder der, at enhver kant i
P er daekket af en knude i D, hvilket giver os folgende simple men meget
brugbare observation:

|P| < |DI.

For en givet todelt graf G og parring P definerer vi den tilherende
parringsgraf til at veere en orienteret graf G’ = (V, E’), hvor kanterne i E’ nu
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A1 O O By
A O OB,
A3 O OBs
Ay O O By
A5 O O Bs

Figur 1.1: Et eksempel pa en todelt graf. Det er kun de fede kanter, der
indgar i parringen P.

er orienterede. Kanter, der indgdr i parringen P, er orienteret fra V5 til V;
og de ovrige kanter er orienteret fra V; til V, — vi vil lade kanterne der
indgdr i parringen veere federe end de normale kanter. Knuder i V; lader vi
veere firkantede og knuder i V; runde. For grafen i figur 1.1 har vi saledes
parringsgrafen pa figur 1.2 pa den felgende side. I dette tilfeelde er der lige
mange firkantede og runde knuder (1n; = ny hvor ny = |V4| og np = |V2|)
men det er ikke altid tilfeeldet.

Vi kalder de firkantede knuder med indgrad O for initialknuder, mens de
runde knuder med udgrad 0 kaldes terminalknuder. En vej (J- - = O fraen
initialknude til en terminalknude kaldes en skiftevej.

Det er nemt at indse, at hvis der findes en skiftevej i en parringsgraf, sa
kan man, ved at eendre orienteringen pa alle kanterne pa skiftevejen, opna
en parring der er én storre. Argumentet er, at hvis der pa skiftevejen er p
parringskanter der gar fra V; til V1, sd ma der veere p + 1 kanter der gar fra
Vi til V5. Der vil altid veere denne forskel pa 1, da vi totalt set beveeger os
fra V1 til V5. Nar vi vender alle knuderne om, sa ser man, at der nu vil veere
p kanter der gar fra V; til V, mens der er p + 1 parringskanter fra V; til V5.

I grafenifigur 1.2 pa naeste side udger (A4, B2, A2, B3, A3, Bs) en skiftevej,
og hvis vi eendrer orienteringen langs denne vej, sa for vi parringsgrafen
i figur 1.3 pd den folgende side, der repraesenterer en parring, der er én
storre.

Den obligatoriske opgave gar ud pa at bruge denne teknik til at finde den
storst mulige parring. Vibemeerker, at den sidst opndede parring indeholder
tire kanter, og at den derfor er sterst mulig idet der ogsa findes en daekning
i grafen bestdende af fire knuder.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Al =0 Bl

A O O B,
Az U OBs
Ay O O By
As U O Bs

Figur 1.2: Parringsgrafen herendende til grafen i figur 1.1.

Al =0 Bl

A O OB,
Az OBs
Ay O O By
As U O Bs

Figur 1.3: Parringsgrafen efter at orienteringen er eendret langs alle kanterne
pa skiftevejen.
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Kapitel 2

Konstruktion af algoritmen

Vi vil i denne del af rapporten konstruere algoritmen til at finde den sterst

mulige pardannelse. Algoritmen benytter sig af et transitionssystem der

farver knuder i parringsgrafer. Ufarvede knuder kaldes hvide, skraverede

knuder grd, og udfyldte knuder er sorte. De farvede grafer kaldes brogede.
De fem transitioner der indgdr i transitionssystemet er:

Tq: O > "’ hvis indgraden af Uer 0,
O O
AN AN
1> o > (@)
/! /!
[ | [ |
O O
AN AN
T3 O b o
/! /!
O O

T,: ®B—=0O > H—©0 hvis udgraden af O er 0 og

Ts: O—=0O > [O—-@& hvisudgradenafOer0

2.1 Tre udsagn om transitionssystemet

Vi lader nu P vere en parring i en graf G med tilherende parringsgraf G’.
I en slutkonfiguration for en proces, der starter med den hvide graf G/,
geelder der folgende:

Uj: Alle grd og sorte knuder kan nas fra en firkantet sort knude,
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Up: Antallet af kanter i P er lig summen af hvide firkanter og gra cirkler i
parringsgrafen.

Usz: Knudemeengden bestdende af [, © og @ deekker alle kanter i G.

Vi skal bruge de tre udsagn U, U, og Us til at argumenterer for algorit-
mens korrekthed, og vil derfor starte med at bevise dem.

2.1.1 Bevis for U;

Vi viser U; ved at vise, at det faktisk er en invariant under udferslen af
transitionssystemet. Ndr vi starter med en parringsgraf G’, sa er alle knuder
hvide, og U; holder derfor trivielt. Antag nu at U; holder — vi vil vise, at
U; ogsé holder efter en af transitionerne. Der er fem tilfeelde:

1. Da vi ikke skaber nye gra knuder eller sorte cirkler bevares Uj.

2. De to nye grd knuder kan begge nds fra den sorte firkant, og U; er
saledes bevaret.

3. Ifelge vores antagelse, sd kan den grd firkant nds fer transitionen.
Derfor kan de to nye gra knuder ogsa nas, da de ligger i forleengelse
af en sti der gar fra en sort firkant til den ferste grd knude.

4. Den nye sorte cirkel kan nas fra den sorte firkant.

5. Den gra firkant kan ifelge vores antagelse nas fra en sort firkant.
Derfor kan den sorte cirkel ogsa nas efter transitionen, da den ligger
i forleengelse af stien fra den sorte firkant til den gra firkant.

Vi har nu vist, at Uy bevares af alle transitionerne i transitionssystemet
samt, at den er sand ndr vi starter. Derfor er U; ogsa sand i slutkonfigura-
tionen.

2.1.2 Bevis for U,

Vi skal vise U, : |P| = antal J + antal O. Vi vil ferst vise, at hver [ giver
anledning til en parringskant. Hvis der findes en hvid firkant nar transi-
tionssystemet er kommet til en ded konfiguration, sa ved vi, at indgraden
er storre end 0, idet den forste transition ellers ville kunne bruges.

Vi ved ogsd, at indgraden er lig 1, der ikke gar kanter fra to forskellige
cirkler til samme firkant. Derfor er den indgdende kant en parringskant.

De grd cirkler giver ogsa alle anledning til en parringskant. Det skyldes,
at de kun fremkommer som resultat af transition 2 og 3. Man ser, at der i
begge tilfeelde gar en parringskant fra en grd cirkel til en gra firkant.

Disse to typer af kanter er de eneste der kan ga fra hejre til venstre.
Enhver kant fra hejre mod venster ma starte i enten en O, O eller @.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Hvis kanten starter i en hvid cirkel, sé ma den ende i en hvid firkant, da
der ikke er nogen transition der farver en hvid firkant ndr dens indgdende
kant kommer fra en hvid cirkel, og alle firkanter har enten indgrad 0 eller 1.
Dette tilfeelde er altsa deekket af U».

Kanten kan ogsa starte i en gra cirkel, og vil sa ende i en gra firkant
ifelge transition 2 og 3. Igen ser vi, at U tager dette tilfeelde med.

Endelig kan kanten ikke starte i en sort cirkel, da transition 4 og 5 forteeller
os, at alle sorte cirkler har udgrad 0.

2.1.3 Bevis for U;

Viviser, at Uz holder i slutkonfigurationen ved at gennemfore et modstrids-
argument. Der er nemlig fire kanter der ikke ma forekomme hvis Us skal
veresand: —— O, B—— 0O, O0<—0O og B<—2O0O . Vistarter med
den sidste mulighed forst:

Kanten @<— O kan ikke forekomme i slutkonfigurationen da enhver @l
har indgrad 0, idet alle @ stammer fra (] med indgrad 0.

Kanten [J<— O kan heller ikke forekomme i en slutkonfiguration. Det
skyldes, at (0 sd kun skulle have indgdende kanter fra O. Men [J
bliver kun lavet af transitionerne 2 og 3, og i begge tilfeelde har [ en
indgaende kant fra O.

Kanten B—— O findes ikke, da O i sd fald skulle have en udgrad der
var storre end 0, da T ellers ville kunne anvendes. Det giver tre
muligheder:

O
AN

O ordnes med T»,

S
|

O

O findes ikke, da O=<—0 ikke findes,

v
[

[ |
O findes ikke, da B <— O heller ikke findes.

v
[

Kanten [0J—— O findes heller ikke — det indses ved at bruge samme
argumentation somved B——0O.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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2.2 Bevis af algoritmens gyldighed

Det er nu pa tide at preesentere den algoritme vi vil bruge til at finde den
maksimale parring:

Algoritme 1 SterstMuligPardannelse(G)
Input: En ikke-orienteret, todelt graf G
Output: P der er den storst mulige parring i G
Lad G’ veere en vilkarlig parringsgraf for G
Farv G’ ved hjeelp af transitionssystemet
// Invariant: I = (U A Uy A U3)
while der findesen vej B- - ~@ i G do
Vend orienteringen af alle kanter langs l- - >~ @
Farv alle knuderne i G’ hvide
Farv G’ ved hjeelp af transitionssystemet.
end while
Seet P lig maengden af kanter i G’ der gdr fra hejre mod venstre

Vi skal argumentere for, at invarianten er gyldig og for, at algoritmen
er korrekt. Den forste bevisbyrde er {In}C{I} hvor {In} er inputkravene og
C er kommandoen der farver G’ ved hjelp af transitionssystemet. Men
det er trivielt, da vi netop har bevist, at I = (U; A Uz A U3) er sand nar
transitionssystemet, der farver grafen, er naet til en slutkonfiguration.

Vi skal nu vise, at while-lokken er korrekt. En bevisbyrde af formen
{U}while b do C{V} giver anledning til felgende tre bevisbyrder:

basis: U=1
invarians: {I A B}C{I}
konklusion: IA-=-b= V.

Her er U blot lig I, I er vores invarians og V er outputkravene.
Basis er derfor triviel: I = I. Andet trin, invarians, felger ogsa let. Vi
skal vise, at

(I(G") A der findesen vej B - — >~ @ i G) = I(opdateret G').

Det sidste vi gor i while-lokken er, at farve den opdaterede G’ ved
hjelp af transitionssystemet. Vi ved, at I holder hver gang vi har anvendt
transitionssystemet, sa det viser implikationen.

Man skal dog lige undersoge, om den opdaterede G’ virkelig er en
parringsgraf. For det forste kan man nemt konstatere, at hver anden kant
pa skiftevejen er en parringskant, se figuren til hojre. Med andre ord har
knuderne pa skiftevejen skiftevist indgrad 1 (startpunktet pa en parrings-
kant) og udgrad 1 (endepunktet pa en parringskant), hvis man ser bort fra
initialknuden med indgrad 0 og terminalknuden med udgrad 0.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Andringen af orienteringen pa alle kanterne langs skiftevejen medferer,
at alle kanter, der oprindeligt pegede mod hejre, nu peger mod venstre og
de er dermed blevet til parringskanter, forudsat, at de stadig opfylder kravet
om at veere knudedisjunkt med alle andre parringskanter i parringsgrafen.
Tilsvarende er de oprindelige parringskanter nu orienterede i den modsatte
retning, dvs. mod hejre, og de er derfor ikke leengere parringskanter.

De nye kanter der peger fra hejre mod venstre skal opfylde, at deres
startpunkt har udgrad 1, og at deres endepunkt har indgrad 1. Hvis de ikke
gor det, sd betyder det, G’ ikke leengere er en parringsgraf, og derfor vil
transitionssystemet heller ikke kunne anvendes pa grafen.

For reorinteringen var disse kanter delt i 4 grupper, og i det folgende vil
vi se pd parringsgrafen for kanterne blev vendt om:

e Startpunktet I er initialknuden (indgrad 0) og endepunktet E er start-
punktet for en parringskant (udgrad 1):

Efter reorienteringen af kanten far initialknuden indgrad 0 +1 = 1 og
dens modsatte knude E far udgrad 2. Parringskanten med startpunkt
i E bliver ogsé reorienteret, da den ligger pa skiftevejen, og sa bliver
udgraden af E lig 2 — 1 = 1. Kanten (E,I) peger nu fra hejre mod
venstre og opfylder, at dens startpunkt E har udgrad 1, og at dens
startpunkt I har indgrad 1. Altsd er kanten (E, I) en parringskant.

e Startpunktet S er endepunktet for en parringskant (indgrad 1) og
endepunktet E er startpunktet for en parringskant (udgrad 1):

Parringskanten med endepunkt i S reorienteres og dermed falder S’s
indgrad til 0. Derefter vendes kanten fra S til E, sdledes at indgraden
af S bliver 1 og udgraden af E bliver 1 + 1 = 2. Parringskanten med
startpunkt i E vendes og dermed bliver dens udgrad igen2 -1 = 1.

Kanten fra E til S har efter reorienteringen et startpunkt med udgrad 1
og et endepunkt med indgrad 1. Desuden peger den fra hegjre mod
venstre, den opfylder derfor kravet for at veere en parringskant.

e Startpunktet S er endepunktet for en parringskant (indgrad 1) og
endepunktet T er terminalknuden (udgrad 0):

Parringskanten med endepunkt i S vendes, sdledes at indgraden af
S bliver 0. Derefter roteres kanten fra (S, T), og indgraden af S bliver
lig 0 +1 = 1 og udgraden af T bliver 0 + 1 = 1. Ligesom for tilfeelde
nummer to kan vi konkludere, at kanten (T, E) er en parringskant.

e Startpunktet I er initialknuden og endepunktet T er terminalknuden:

Efter reorienteringen af kanten (I, T) er indgraden af [ lig0+ 1 =1 og
udgraden af T er 0 + 1 = 1. Dermed er (T, I) en parringskant.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Efter transformationen har vi en graf hvor kanterne der peger mod
venstre er knudedisjunkte og en sddan graf er per definition en parringsgraf.
Vi skal nu vise er konklusionen i while-lokken:

(I Ader findesikkeenvej - - ~@ iG) =

P er storste mulige parring.

Da der ikke findes en vej ll - — > @ iG, sa findes der heller ikke nogen
sorte cirkler. Det skyldes Uj, der specielt siger, at enhver sort cirkel vil
kunne nas fra en sort firkant, hvilket ville betyde, at der alligevel var en vej

m---0iG.

For atvise, at parringen P er den storst mulige parring efter at algoritmen
er afsluttet, sd antager vi (for at f& en modstid), at der findes et P’ sddan, at
[P’| > |P|. Vi ved fra U3, at knudemangden bestaende af [J, O og @ deekker
alle kanter i G. De udger dermed en deekning D. Men da der ikke er nogen
sorte cirkler tilbage ndr algoritmen er slut, sa har vi ifelge Uy, at |P| = |D|.

Vi ved ogs4, at |P| < |D| for enhver parring P. Der galder altsa:

IDI = |P| < |P'| <D,

Dermed har vi fdet vores modstrid, og vi konkluderer, at P var den maksi-
male parring i G.

Vi har nu vist at algoritmen er korrekt — vi mangler stadig at vise, at
den er gyldig, altsd at den terminerer, hvilket er det samme som at vise,
at while-lokken terminerer, da vi antager, at udferslen af de andre linier
i algoritmen terminerer. Vi skal senere se, at vores algoritme der farver
grafen terminerer, ligesom vi skal se, at algoritmen der vender kanterne
langs skiftevejen terminerer.

Som vores termineringsfunktion u vil vi bruge antallet af kanter der gér
fra venstre mod hejre, altsd de kanter der ikke er parringskanter. Antallet er
etikke-negativt heltal og det aftager for hvert gennemlob af while-lokken. u
aftager, da kanterne langs skiftevejen bliver vendt om i hvert gennemleb af
while-lokken. Hvis der er n kanter fra venstre mod hejre langs skiftevejen,
sd er der n — 1 kanter fra hojre mod venstre. Nar kanterne vendes bliver der
kun n — 1 kanter fra venstre mod hejre.

Da antallet af kanter aldrig bliver negativt konkluderer vi, at while-
lokken terminerer, og dermen terminerer hele algoritmen ogsa.

2.3 Bevis for Konigs satning
Seetningen siger:

I enhver todelt graf er storrelsen af den maksimale parring lig
storrelsen af den minimale deekning.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Vi ved at vi kan finde den maksimale parring Pien graf G ved at udfere
vores algoritme. Vi har set, at parringen giver anledning til en deekning D
og at |P| = |D|. Vi antager nu for en modstrid, at der findes en deekning D’
sddan, at |[D’| < |D|. Men det ville betyde at

[P <ID’| < ID| =P,

hvilket giver os den enskede modstrid. Derfor er D den minimale deekning.

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau



Kapitel 3

Design af datastrukturer

Den abstrakte algoritme, der blev udviklet i kapitel 2, skal implementeres
i Java. Vi skal derfor designe en hensigtsmeessig og effektiv realisation af
parringsgrafen G’ = (V1, V3, E’). Malet er, at kunne

e Farve G’ ved hjelp af transitionssystemet med en udferselstid pa
O(m + n) og

e Vende kanterne langs en skiftevej med en udferselstid der er propor-
tional med leengden af M- - > @, altsa O(jm’[) hvor m’ er kanterne
der indgar i skiftevejen.

3.1 Repraesentation af parringsgrafen G’

Vi vil repraesentere G’ ved hjeelp af to lister, der indeholder henholdsvis
knuderne V7 og V». De indgdende og udgdende kanter for hver knude er
gemt i selve knuden.

Denne struktur vil veere en naboliste, idet hver knude har lister over de
indgdende og udgadende kanter, samtidig med, at hver kant ved hvilke to
knuder den forbinder. Vi vil altsd kunne géd langs en parringskant fra en
knude B € Vj; til den tilherende knude i A € V7 i tid O(1), idet knuden
B kun har én udgédende kant. P4 samme madde kan vi gé tilbage langs en
parringskant fra A til B i tid O(1).

Nar vi har fat i en kant, sa vil vi ogsa kunne vende denne om i tid O(1),
da vi kan fjerne og tilfgje en kant til en knude i konstant tid. Det skyldes,
at listerne med de ind- og udgdende kanter i hver knude, understotter de
sdkaldte locators.

3.2 Farvning af en parringsgraf

Vi farver grafen nar vi kerer transitionssystemet, hvilket gores ved hjeelp af
algoritme 2 pa neeste side: runTransitionSystem(G’).

12

A0

OB
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Algoritme 2 runTransitionSystem(G”)
Input: En parringsgraf G’ = (V1, V3, E’)
Output: Den farvede graf G’ samt en tilfeeldig terminalknude Vj
M; « 0 // Ventende knuder fra V;
2: My < 0 // Ventende knuder fra V,
// Vi starter med at finde initialknuderne
4: for all V € V; do // Transition 1
if V har indgrad 0 then
6: Farv V sort
for all E € V.outEdges do
8: Mj « M> U {E.to}
end for
10:  end if
end for
12: // Vi har nu fundet og farvet initialknuderne
while M; # 0 V M, # 0 do // Der er stadig knuder i M; eller M,
14:  while M; # 0 do // Transition 2 og 3
Vealget Ve M;
16: My « M\ {V}

Farv V gra
18: for all E € V.outEdges do
if E.to er hvid then // Vi kigger kun pa ubesogte knuder
20: M, « M, U {E.to}
end if
22: end for
end while
24:  while M; # 0 do // Transition 2, 4 og 5
Velg V € M,

26: My « My \ {V}
if V har udgrad 0 then // Transition 4 og 5

28: Farv V sort
Vo < V // En tilfeeldig terminalknude
30: else // Transition 2 og 3
Farv V gra
32: for all E € V.outEdges do
if E.to er hvid then // Vi kigger kun pa ubesogte knuder
34: M, « M; U {E.to}
end if
36: end for
end if
38: end while
end while

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau
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Algoritmen arbejder med to maengder M; og M. Disse meaengder inde-
holder knuder fra henholdsvis V1 og V>, og knuderne har den egenskab, at
de kan bruges i en transition.

Nér grafen er helt hvid er det kun transition 1 der kan anvendes. Derfor
starter vi i linie 4-11 med at finde og farve alle initialknuder sorte. Alle
knuder, der kan nas fra en initialknude, kan nu indgd i en transition og de
gemmes derfor i My i linie 8.

Vi har nu faet startet en eller flere skifteveje. Anden del af algoritmen
gentages indtil der ikke leengere dukker nye knuder op, altsé sa leenge bare
en af M; og M> indeholder ventende knuder. Forste gang vil M; vare den
tomme meengde, men M, vil indeholde naboknuderne til initialknuderne.

Fra linie 14 til 23 gennemgds knuderne i M;. Vi starter med at velge
og fjerne en tilfeeldig knude i M;. Knuderne er alle firkanter fra V1, og de
skal alle farves grd, idet de er den gverste firkant i enten transition 2 eller 3.
Knuderne i M; er nemlig indsat i linie 33, s& vi ved at de har en indgdende
kant fra en cirkel.

I'linie 24-37 bliver knuderne i M, gennemgdet. Disse knuder har alle en
indgdende kant, da de enten stammer fra linie 8 eller linie 20. Vi skal derfor
blot undersoge, om deres udgrad er 0 sddan at vi kan anvende transition 4
eller 5. Hvis deres udgrad er forskellig fra , s anvendes transition 2 eller 3
og alle naboknuderne samles i Mj.

Hele algoritmen har udferselstid O(m + n). Vi besoger hver knude hojst
én gang, da en knude aldrig indseettes i M eller M, hvis den er farvet,
hvilket indikerer at den allerede er besogt. Hver gang vi besoger en knude,
sa folger vi alle de udgdende kanter fra knuden. I en orienteret graf kan to
knuder ikke dele en udgdende kant, s det betyder, at hver kant ogsd kun
besoges hojst én gang. Den totale udferselstid bliver derfor O(m + n).

3.3 Opdatering af skiftevej

Nar vi skal opdatere kanterne langs en skiftevej i en farvet graf, sé bliver vi
nedt til at lave et konstant stykke arbejde ved hver kant, ellers kan vi ikke
opna en tidskompleksitet pad O(|m’|) hvor m” er de kanter vi skal vende.

3.3.1 Den nasten rigtige turnEdges

Vores forste algoritme tog udgangspunkt i en terminalknude, hvorefter den
sd provede at finde vej tilbage mod en initialknude. Terminalknuden skulle
komme fra runTransitionSystem, der jo netop farver terminalknuderne sorte
og derfor sagtens kan returnere én af dem til senere brug.

Vi mente, at vi kunne ga tilbage langs en tilfeeldig indgdende kant til
terminalknuden, da alle indgdende kanter skulle komme fra enten en sort
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eller en gra firkant. Vores U, siger sa, at denne firkant kan nas fra en sort
firkant, altsd er vi pa vej mod en initialknude.

Vi ville fortseette pa samme made, idet den indgdende kant i en gra
firkant kommer fra en gra cirkel som sd ogsd kan nds fra en sort firkant
ifelge Uy. Da der er et endeligt antal grad knuder, sd vil processen til sidst
terminere.

Men det viste sig, at de indgdende kanter i de sorte og gra cirkler godt
kan komme fra en hvid firkant. I figur 3.1 har B3 to indgdende kanter: én
kant fra den hvide A; og én fra den sorte As. Vi kan derfor ikke uden
yderligere information slutte os til, hvilket af de to kanter vi skal felge for
at komme til en initialknude.

A0 OB
A0 ® 5,
Az ® 53
Al OBy
As ® 55

Figur 3.1: Et eksempel pa, at man ikke uden videre kan afgere hvilket vej
man skal folge fra en terminalknude B3 for at komme til en initialknude As.

3.3.2 Den forkerte turnEdges

Vi skiftede derfor taktik, og provede sa i stedet pd at finde en skiftevej givet
en initialknude, altsd en sort firkant. Ifelge transition 2 og transition 4 gar
der altid en kant fra en sort firkant til en sort eller gra cirkel. Det samme
geelder for gra firkanter, pa grund af transition 3 og 5. Desuden er gra
cirkler altid startpunkt for én og kun én parringskant rettet mod venstre.
Algoritmen ville ga igennem tre trin, hvor den forste gang starter ved den
sorte initialknude:

1. Veelg en tilfeeldig udgdende kant hen til en gra eller sort cirkel.

2. Hvis endepunktet er en sort cirkel, har vi fundet en skiftevej.
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3. Hvis endepunktet er en gra cirkel, sd er denne gra cirkel nedvendigvis
startpunktet for en parringskant, der er rettet mod venstre. Folg denne
parringskant, og start forfra med udgangspunkt i den nye firkant.

Denne algoritme virker desverre heller ikke. Problemet er, at kan vi
ikke veere sikre p4, at vi ender i en sort cirkel. Vi ved fra Uj, at alle gra og
sorte knuder kan nds fra en sort firkant, men det betyder ikke at man altid
kan na en sort knude fra en sort firkanter. En enlig firkant med indgrad 0
vil jo blive farvet sort af T1, men den er ikke startpunkt for en skiftevej.

Der er desuden mulighed for, at algoritmen stopper ved en gra firkant,
som ikke har udgdende kanter. Vi er derfor tilbage i en situation hvor vi skal
underspge mere end én udgdende kant for hver knude, hvilket resulterer
i, at udforelsestiden ikke bliver proportional med leengden af skiftevejen
sddan som opgaven kreever det.

3.3.3 Denrigtige turnEdges

Vi kan nu konstatere, at vi bliver nedt til at starte ved en terminalknude,
da disse er de eneste faste holdepunkter vi har for en skiftevej. Og ved at
benytte U; ved vi, at vi er pa rette vej, s leenge vi gér til en grd knude.

Men vi har brug for ekstra information for at kunne valge den rigtige
indgdende kant ndr vi star ved en cirkel. Det essentielle er, at vi kan veelge
den rigtige kanti tid O(1). Vi modificerer derfor runTransitionSystem sadan,
at den gemmer information om den kant der ledte op til hver gra og sort
cirkel med. Nar runTransitionSystem farver en cirkel gra eller sort, sa har
den fulgt en af de sidste fire transitioner, og i alle tilfeelde vil vi kunne folge
den indgaende kant tilbage mod en gra eller sort firkant.

Hvis vi kommer tilbage til en sort firkant, sd er vi feerdige. Ellers stdr
vi ved en gra firkant der har en indgdende kant fra en gra cirkel, da de gra
tirkanter kun laver ved transition 2 og 3. Vi star nu igen ved en grd cirkel,
og processen kan sd fortseette.

Den endelige turnEdges (se algoritme 3 pa neeste side) far derfor en
udferselstid pa O(jm’[), idet den for hver cirkel pa skiftevejen direkte kan
folge den rigtige kant tilbage til en firkant. Der er preecis én indgdende
kant til hver firkant pd skiftevejen, s der behever vi ikke nogen ekstra
information — vi kan direkte ga tilbage til en den rigtige cirkel.
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Algoritme 3 turnEdges(G’, Vo)

Input: En parringsgraf G’ og en terminalknude Vi G’
Output: G’ med kanterne langs en tilfeeldig skiftevej til Vp vendt om

2:

10:

12:

14:

M « (0 // Kanter der skal vendes om
E1 « Vy.prev
V1 « E;.from
M« MU {Eq{}
while V; ikke er sort do
Velg E, € Vj.outEdges // Der er kun én
V5 « E>.from
Velg E1 € V).prev
V71 « E;.from
M «— M U{Eq, Ey}
end while
forall E € M do
E « (E.to, E.from)
end for
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Kapitel 4

Implementation i Java

Vi skal nu implementere og afpreve den abstrakte algoritme udviklet i
kapitel 2 ved hjeelp af de datastrukturer fra kapitel 3 i Java.

Selve koden til programmet findes pa side 28. Her vil vii stedet beskrive
hvordan vi har testet programmet. Den forste test var grafen fra kapitel 1.
Vihar allerede undersogt den og ved, at den maksimale parring indeholder
fire kanter. Det er heldigvis ogsa det vores algoritme kommer frem til, se
tigur 4.1 pa den felgende side, hvor algoritmens fem trin er vist.

Efter forste trin, som ses pa figur 4.1(a), er grafen blevet farvet helt sort,
da alle firkanterne har indgrad 0 og alle cirklerne har udgrad 0. Vi kan
derfor lave en vilkarlig kant om til den forste parringskant, og algoritmen
veelger kanten (A1, By).

P& 4.1(b) er grafen farvet pd ny og vi kan nu lave to forskellige skifteveje
med udgangspunkt i Ay: (A2, B1, A1, B2) og (A2, B1,A1, Bs). Af mere eller
mindre tilfeeldige drsager, sd veelger vores program den sidste skiftevej. Det
illustrerer en interessant ting ved vores algoritme: det er sveert pa forhand at
sige, hvilke kanter den vil veelge. Det er ikke fordi den er nondeterministisk,
men derimod fordi den er rimelig kompleks: kanterne bliver hele tiden lagt
pa og taget af to stakke, sd det er sveert at overskue hvad der sker.

Efter at skiftevejen far vi figur 4.1(c). Her ser vi, at knuderne A, A, og By
nu ikke leengere bliver farvet. Det skyldes, at de alle tre har bade indgdende
og udgaende kanter, sdledes at de ikke kan veere hverken startpunkt eller
endepunkt for en skiftevej.

Men (A3, B3) kan lavet til en parringskant, hvilket bringer os til 4.1(d).
Her bliver (A4, B) til en parringskant, og der er nu ikke flere sorte cirkler,
hvilket betyder, at der heller ikke er flere skifteveje, idet alle skifteveje skal
ende i en sort cirkel.

Programmet fandt altsd de fire parringskanter ved at farve grafen fem
gange — helt som forventet, da programmet bliver nedt til at farve en ekstra
gang til sidst sddan at det kan konstatere, at der ikke er flere sorte cirkler.
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Al ® B,
A ® B,
Az @ B;
A ® B,
As @ B;s

(a) Grafen som den ser
ud efter den forste farv-
ning. Vi kan nu vende
kanten (A1, B;) om.

A O

A O

Az U

A,

As

Al =0 B1

A ® B,
Az @ B;
A @B,
As @ B;s

(b) Kanten (By, A1) er nu
lavet til en parringskant,
og den indgar ogsa i skif-
tevejen (A, B1, A1, By).

OB AU
@B, AU
OB; AU
OBy A40O
OBs Asl

A O O By
Ay O ® B,
Az @ B;
A O By
As @ B;

(c) Kanten (A3, B;) kan
nu vendes om, saledes at
den bliver en parrings-
kant.

O By

OB,

O B3

O By

OBs

(d) Der er nu kun to in-
teressante kanter tilbage,
hvoraf kun den ene vil
blive til en parringskant:
(A4, B2) og (As, Ba).

(e) Nu er (A4, By) vendt
om, og der er ikke flere
sorte cirkler. Vi har sa-
ledes fundet den sidste
parringskant.

Figur 4.1: De fem trin i runTransitionSystem kert pa grafen fra kapitel 1.
Som forventet, sa finder vi fire parringskanter. Bemaerk, at der stadig er en
sort firkant tilbage i 4.1(e), selvom der ikke er flere sorte cirkler.
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4.1 Skemaplanlaegning pa Vorrevangsskolen

Et problem som hvert &r stilles for verdens forskellige uddannelsessteder
er planleegningen af et hensigtsmaessig skema givet hvilke fag klasserme
skal instrueres i og leerernes kompetencer.

Vi vil her undersege muligheden at bruge vores program til at lose et
skemaplanleegningsproblem fra Vorrevangsskolen. Givet en ekstern reprae-
sentation af en todelt graf (U, W, E), hvor U angiver leererne, W klasserne og
en kant E = (U;, W)) at leerer U; kan undervise klasse W;, er vi interesserede
i at finde ud af, hvor mange klasser kan undervises samtidigt og af hvilke
leerere? Grafen for problemet findes i figur 4.2 pa neeste side.

Skal opgaven leses ved handkraft vil det kreever et vist overblik og et
overskud af tdlmodighed. Generelt set kan den slags effektiviseringspro-
blemer, hvor meengden af de mulige konfigurationer stiger meget hurtigt
i forhold til antallet af elementer, kun loses med ved hjeelp af en elegant
algoritme kerende pa en datamaskine.

Omformulere vi Vorrevangsskolens skemaplanlaegningsproblem til et
problem der vedrerer en todelt graf, sd er vores mal at finde den storste
delmeengde af kanterne séledes at hver kant er knudedisjunkt. En leerer
kan nemlig ikke undervise to klasser pa samme tid, og et hold kan ikke
undervises at to forskellige leerer samtidigt. Set fra denne synsvinkel er den
ovenneevnte meengde per definition den sterste mulig parring.

Vi udferer algoritmen MaximumMatching med grafen der var givet i
filen vorrevang.gph som input. Resultatet findes i figur 4.3 pa side 22, og
det giver straks et svar til problemet.

Ud fra grafen kan vi slutte, at der eksisterer en parring som deekker
meengden W af klasserne, hvilket betyder, at alle klasser kan blive undervist
pd samme tid. Da kanterne i den resulterende parring deekker alle knuder
kan vi med sikkerhed konkludere, at det er en storste parring. Tilfgjelse af
en ekstra kant i parringen vil nemlig medfore, at en samme klasse , deekkes”
af to leerere. Algoritmen forteeller os ogsa umiddelbart, hvilke leerere der
skal undervise hvilke klasser.

Til gengeeld er der pa ingen mdde blevet sagt, at vi har fat i den eneste
maksimale parring. Der kan eksistere flere mulige maksimale parringer,
da kanterne der udger en skiftevej efter hver iteration af algoritmen, ikke
nedvendigvist veelges entydigt. Det indser vi let ved at betragte figur 4.4 pa
side 23. En algoritme der giver flere mulige maksimale parringer kunne
veere interessant, hvis f.eks. den givene planleegning ikke er tilfredsstillende
for leerernes side.
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Figur 4.2: Grafen for skemaplanlaegningsproblemet — problemet er rimelig
komplekst, da der er ialt 104 kanter i grafen
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w, 0O o
W, O ou,
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W, O O Uy
Ws O O Us
We O O U
Wy O ouy
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Wi O O U
Wiy O O Uyy
ng [ | o ul8
Wy O O Uy
Wy O O Uy
Wy B O Uz
Wy,
Wos B

Wae
Wy B
Woo I
W3 B
Wi
Wsp O

Figur 4.3: Resultatet efter at algoritmen er kort pd problemet. Man ser nemt,

at alle klasserne har en leerer.
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Figur 4.4: Den maksimale parring er ikke entydigt bestemt ved grafens
udseende. Det ses lettest ved et modeksempel: der er to muligheder for den
maksimale parring i denne graf: {A1, B1} og {A2, B1}.

4.2 Repraesentanter til skolekomedien

Vi skal bruge vores program til at lgse et praktisk problem: I Vorrevangs-
skolens 5.b gar der 18 elever:

Anders, Bodil, Camilla, Doris, Esben, Frida, Gert, Hassan, Ida,
Jane, Klaus, Liv, Morten, Nicolai, Ofelia, Peter, Rasmus og Sine.

Klassen er ved at ove sig pd en skolekomedie, hvor de skal vere pa
scenen efter planen i tabel 4.1. 5.b’s klasseleerer vil gerne have valgt en
elevrepraesentant for hver scene til at std for rekvisitter. Repreesentanten for
en scene skal selv veere med i scenen, og ingen elev md repraesentere mere
end én scene.

Scene Medvirkende

Doris, Esben, Hassan, Jane, Peter og Sine
Liv og Sine
Hassan, Klaus og Peter
Frida, Hassan, Nicolai, Ofelia, Rasmus og Sine
Bodil, Hassan, Liv, Peter og Sine
Hassan, Peter, Rasmus og Sine
Bodil, Hassan, Liv og Peter
Anders, Ida, Klaus, Morten og Nicolai

9 Bodil, Peter og Sine
10 Camilla, Doris, Gert, Ofelia og Rasmus
11 Bodil, Klaus, Liv og Peter
12 Hassan, Klaus og Sine
13 Alle

IO Ul WIN =~

Tabel 4.1: Plan over de medvirkende i skolekomedien pd Vorrevangsskolen.
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Problemer er nu at bestemme, om det overhovedet kan lade sig gore at
veelge 13 repraesentanter, og i givet fald hvordan de skal veelges.

Vi vil naturligvis ogsa lese dette problem ved at omformulere det som
et sporgsmal om maksimal parring i en todelt graf. Pa figur 4.5 pd neeste
side ser man en graf der repraesenterer problemet.

Hver scene er knyttet til de elever der skal veere med i den pdgeeldende
scene. For at lose problemet, sa skal vi finde den maksimale parring, og
undersgge, om alle scenerne er med i denne. Vi ved nemlig at knuderne i
den maksimale parring alle er forskellige, saidan at kravet om, at hver elev
hgijst repraesenterer én scene er opfyldt.

Den maksimale parring er fundet pa figur 4.6 pd side 26. Vi har kun taget
parringskanterne med for at gore det nemmere, at se hvilke scener der har en
elevrepraesentant. Det fremgdr, at scene 12 ikke har nogen elevrepraesentant.

Da vi har fundet den maksimale parring, og vi kan konstatere, at den
bestdr af 12 kanter, sa ved vi, at det er umuligt at veelge elevrepraesentanter
for alle scenerne, da der er 13 scener. Hvis klasseleereren dropper scene 12,
sd gar kabalen op. De parringskanter vi allerede har fundet sendrer sig
nemlig ikke nér vi fjerner en knude.
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Figur 4.5: Graf over problemet med at velge repraesentanter til skoleko-
medien. De udgdende kanter fra hver scene gar til de elever der er med
i scenen. En graf som denne giver et fint indtryk af kompleksiteten af de

problemer vores algoritme kan lose.
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Figur 4.6: Grafen efter at den maksimale parring er fundet. Bemeerk, at
der gar en parringskant til alle scenerne med undtagelse af scene 12. Det
forteeller os, at det ikke er muligt at veelge 13 elevrepraesentanter ud fra de

givne krav.
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Kapitel 5

Konklusion

Viskulle designe en algoritme og dens tilherende datastrukturer og derefter
implementere det i Java. Det lykkedes os at designe og bevise algoritmen,
og det var heller ikke noget problem at implementere algoritmen i Java nar
pseudokoden forst var skrevet.

Ved forst at bevise algoritmens korrekthed ud fra principperne om gyl-
dige udsagn spredt i pseudokoden, sa viste det sig faktisk, at resten af
arbejdet var nemt. Vi vidste, at tingene ville virke ndr vi konvertere pseu-
dokoden til Java, for vi havde bevist, at det var korrekt. Vi behgvede sdledes
ikke atbegynde med en besveerlig afprovning sddan som det ofte er tilfaeldet
nar man har lavet et program ved at prove sig lidt frem.

Det, at vores program er korrekt, haeenger selvfelgelig pa, at vores bevis
for dets korrekthed selv er korrekt, ligesom det heenger pa, at vi har kon-
verteret pseudokoden til aekvivalent kode i Java. Men sddan er det jo altid
ndr man beviser noget: hvis selve beviset ikke er korrekt, sd er resultatet
ubrugeligt.

Derefter brugte vi programmet til at lose to praktiske planleegningspro-
blemer — begge problemer involverede sd mange faktorer, at det ikke ville
have veret muligt at lose dem i hdnden. Men ved hjeelp af vores program
var vi i stand til at lese dem hurtigt og effektivt.

Opgaven var spaendende og tilpas udfordrende, idet vi skulle lose et
ikke-trivielt problem. Forst pd det meget abstrakte plan, derneest pa et mere
konkret plan, og tilsidst et praktisk plan hvor vi sd pa realistiske problemer
fra hverdagen.
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Bilag A

Kildekode

Det endelige program kom til at bestd af syv klasser hvoraf vi lavede de tre
fra bunden, mens resten er mere eller mindre usendrede i forhold til da vi
fik dem.

Vi har valgt, at skrive pa engelsk i Java-koden, og derfor har klasserne
ogsd faet engelske navne. Der er derfor ikke en klasse der hedder Parrings-
Graf men derimod en klasse der hedder BipartiteGraph da er det engelske
ord for en todelt graf. Men da det var et krav, at man skulle kunne kore det
feerdige program som

% java MaxParring data.gph

sd er der dog en klasse der hedder MaxParring — klassen serger blot for at
kalde main i MaximumMatching.

A.1 MaxParring

Som allerede naevnt, sd er denne klasse kun en wrapper omkring Maximum-
Matching.

import java.util. Enumeration;

[
Hovedprogrammet. Denne klasse eksistere kun for man kan kalde
programmet som <code>java MaxParring &lt;data&gt;</code>.
*/

public class MaxParring {

[

Starter programmet.

Programmet tager op til to argumenter:
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<pre>
Usage: java MaximumMatching &lt;DATA&gt; [OPTIONS]

A graph is read from the file DATA and the maximum matching is
reported along with the nodes in the matching. The program has the

following optional arguments:

—1, ——latex GRAPH Save the graph to the file graph—GRAPH-begin.tex

&nbsp; as an Xy—pic matrix. This is done just after
&nbsp; it is constructed. The graph is also saved to
&nbsp; graph—GRAPH-end.tex when the maximum
&nbsp; matching has been found.

—h, ——help Prints this message and exit with exitcode 0.
</pre>

@param args kommandolinieparametre.
*/
public static void main(String[] args) {
MaximumMatching.main(args);

}

A.2 MaximumMatching

Det er i denne klasse at tingene foregar. Den laver en ny graf, og beder
denne om at hente dataene i det filnavn der blev givet pd kommandolinien.
Hyvis det gér galt fordi der ikke var et sddant filnavn, sa udskrives der en
kort forklaring og programmet afsluttes med returveerdi 1.

import java.util. Enumeration;

/**

The main program.

This program will find the number of nodes in the maximum pairring
in a graph. The graph is loaded from the file specified on the
command-line.

*/

public class MaximumMatching {
private static String outputFilename = null;

/**
Starts the program. The program takes the following arguments:
<pre>
Usage: java MaximumMatching &lt;DATA&gt; [OPTIONS]
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A graph is read from the file DATA and the maximum matching is
reported along with the nodes in the matching. The program has the
following optional arguments:

-1, ——latex GRAPH Save the graph to the file graph—GRAPH-begin.tex

&nbsp; as an Xy—pic matrix. This is done just after
&nbsp; it is constructed. The graph is also saved to
&nbsp; graph—GRAPH—end.tex when the maximum
&nbsp; matching has been found.

—h, ——help Prints this message and exit with exitcode 0.
</pre>

@param args the command—line arguments.
*/
public static void main(String[] args) {
try {
BipartiteGraph G = new BipartiteGraph();
/* We check for arguments: */
for (inti=0;i < args.length; i++) {
if (args[i].equals("-1") || args[i].equals("——latex")) {
/+ LaTeX output. #/
i++;
outputFilename = args[i];
} else if (args[i].equals("—h") || args[i].equals("——help")) {
/+ Help message. #/
usage();
System.exit(0);
} else {
/+ Everything else should be a filename. */
G.loadDataFromFile(args][i]);
}
}

/* We will now calculate the maximum matching in G: #/
System.out.println(calculateMaximumMatching(G));
} catch (ArraylndexOutOfBoundsException e) {
usage();
System.exit(1);

)

/*+ Prints a short usage message. */
public static void usage() {
/* Spaces needed for alignment of the option: */
String s =" "
System.out.println("Usage:_java_MaximumMatching." +
"<DATA>_[OPTIONS\n");
System.out.printIn("A_graph.is.read_from.the._file_.DATA_and._the." +
"maximum.matching.is\nreported_along_with._the." +
"nodes.in.the_matching..The_program_has\n" +
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"the_following.optional_arguments:");

System.out.println(
"\n—1,.——latex.GRAPH__._." +
"Save._the_graph.to_the_file_graph—GRAPH-begin.tex\n" +
s + "as.an.Xy—pic.matrix..This_is.done_just_after\n" +
s + "ituis.constructed..The_graph.is.also_saved.to\n" +
s + "graph—GRAPH-end.texo.when._the_maximum\n" +
s + "matching_has_been_found."

);

System.out.printIn("\n—h,.——help..coccccn +
"Prints_this.message_and._exit_with_exitcode.0.");

}
[

Calculates the maximum matching.

@param G the graph that should be examined.
@return a message that tells the user the number of nodes in
the maximum matching along with the nodes themselves.
*/
public static String calculateMaximumMatching(BipartiteGraph G) {
inti=0;

if (outputFilename != null)
G.toLaTeX("graph—" + outputFilename + "—begin.tex");

Node n = G.runTransitionSystem();
while (n != null) {
G.turnEdges(n);
G.removeColors();
n = G.runTransitionSystem();
i++;

}

if (outputFilename != null)
G.toLaTeX("graph—" + outputFilename + "—end.tex");

return "The_maximum.matching..consists.of." + i + "_nodes."” +
"The_edges._are:\n" + G.getMatches();

A.3 BipartiteGraph

Denne klasse repraesenterer vores parringsgraf og indholder de metoder
man skal bruge for at kere transitionssystemet og sa videre. De to metoder
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runTransitionSystem og turnEdges er dog allerede beskrevet i kapitel 3 pa
side 12 og Java-koden udtrykker jo blot algoritmerne beskrevet der.

Metoden loadDataFromFile indleeser en graf fra en fil. Grafen skal selv-
folgelig veere gemt i det rigtige format:

(n1)
(n2)
(m)
(Ai) (Bjp)
(Ay) (Bjy)

(Ai,) (Bj,)

hvor n; og n; er antallet af knuder i henholdsvis V1 og V, og m er antallet
af kanter.

Vi har imidlertid udviddet formatet sddan, at man ogsa kan specificere
navnene pa de enkelte knuder. Hvis der er flere linier tilbage i filen efter at
de m kanter er indleest, sa vil de forste n1 linier angive navnene pd knuderne
i V1 og derneest kan der komme 7, linier med navnene pa knuderne i V.
Hvis der mangler linier, sd vil de resterende knuder blot hedde A, og By
hvor x er et lebenummer. Denne udvidelse er fuldt ud kompatibel med det
oprindelige format, og den har gjort det meget nemmere at generere de
forskellige grafer i denne rapport.

Graferneirapporten erlavet ved et kald til toLaTeX. Denne metode tager
et filnavn, og vil sa udskrive den IXIgX-kode der skal til for at repraesentere
grafen. Koden er lavet til X-pic og kan simpelthen bruges sammen med

\[\input{fil}\].

import java.util. Enumeration;
import java.io.x;

[

A reprsentation of a bipartite graph.

The graph is represented only by the nodes — the edges are not
stored explicit in the graph. The nodes are put into two lists,
<i>V1</i> and <i>V2</i>.

@author Martin Geisler <gimpster@gimpster.com>
@author ééJrmy Auneau <jeremy.auneau@skjoldhoej.dk>
*/
public class BipartiteGraph {

private Node[] vl = new Node[0];
private Node[] v2 = new Node[0];
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private int nl = 0;
private int n2 = 0;

/>(‘>(-
Run the graph coloring algorithm.

The graph is colored by application of the coloring transition
system. The algorithm runs in <i>O</i>(<i>|m| + |n|</i>), where
<i>m</i> and <i>n</i> are the edges and nodes from the graph
which nodes are those from <i>V1</i> and <i>V2</i>.

@return a random terminal node
*/
public Node runTransitionSystem() {
Sequence m1 = new Sequence(); // Edges from V1 to V2
Sequence m2 = new Sequence(); // Edges from V2 to V1
Node v0 = null; // A random initial node.

for (inti=0;i<nl;i++) {
if (v1[i].inDegree() == 0) {
v1[i].color = "black";
Enumeration e = v1[i].outEdges();
while (e.hasMoreElements()) {
ml.insertLast((Edge)e.nextElement());
}

}

while (m1.size() != 0 || m2.size() != 0) {
while (m1.size() != 0) {
Edge e = (Edge)m1.removeLast();
if (e.to.outDegree() == 0) {
e.to.color = "black";
/+ We pick a random terminal node: #/
v0 = e.to;
/+ We also store the edge from which we came, so
that we can find our way back again later: +/
e.to.prev =g,
} else {
e.to.color = "gray";
[+ We store the node which we came from, so that
we can find our way back again later: */
e.to.prev =g;
Edge edge = e.to.anyOutEdge(); // There is exactly one.
if (edge.to.color.equals("white")) {
m?2.insertLast(edge);
}
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while (m2.size() = 0) {

Edge e = (Edge)m2.removeLast();

e.to.color = "gray";

Enumeration enum = e.to.outEdges();

while (enum.hasMoreElements()) {
Edge edge = (Edge)enum.nextElement();
if (edge.to.color.equals("white")) {

ml.insertLast(edge);

}

}
}

return vO0;

[

Turns the edges around.

The edges are reorientated along a random path leading back

from the terminal node <code>v0</code> to an initial node. It

runs in <i>O</i>(<i>|m’|</i>) where <i>m’</i> are the edges that lie
on the path.

The terminal node <code>v0</code> <i>must</i> come from a call
to {@link #runTransitionSystem} because that method also stores
information needed to find a path back to an initial node.

@param v0 a terminal node as returned by runTransitionSystem()
@see #runTransitionSystem()

public void turnEdges(Node v0) {

Sequence m = new Sequence();

Edge el = null; // An Edge from V1 to V2
Edge €2 = null; // An Edge from V2 to V1
Node v1 = null; // A Node in V1

Node v2 = null; // A Node in V2

el = v0.prev;
vl = el.from;
m.insertLast(el);

while (!v1.color.equals("black")) {
e2 = vl.anyInEdge(); // There is exactly one edge.
v2 = e2.from;
el =v2.prev;
vl = el.from;
m.insertLast(el);
m.insertLast(e2);
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116 }

118 Enumeration e = m.elements();
while (e.hasMoreElements()) {
120 Edge edge = (Edge)e.nextElement();
Node a = edge.from;
122 Node b = edge.to;
edge.remove();
124 new Edge(b, a);
}
126
)
128
/**
130 Colors the nodes white
132 All the nodes composing the graph are run through. The color of
the nodes is systematically changed to white. The algorithm
134 runs in <i>O</i>(<i>|n|</i>), where <i>n</i> are the nodes
listed in <i>V1</i> and <i>V2</i> (which means the total amount
136 of nodes in the graph).
*/
138 public void removeColors() {
for (inti=0;i<nl;i++)
140 v1[i].color = "white";
for (inti=0; i <n2;i++)
142 v2[i].color = "white";
)
144
/**
146 Loads an input graph from a file
148 Input data are read from a file and the corresponding graph is
constructed. The algorithm runs in <i>O</i>(<i>[n| + [m|</i>) where
150 <i>m</i> are the edges listed in the input file and <i>|n|</i>

the number of nodes composing the graph.
152

@param filename an input data file describing a graph.
154 */

public void loadDataFromFile(String filename) {
156
try {
158 BufferedReader input =
new BufferedReader(new FileReader(filename));
160
nl = Integer.parselnt(input.readLine());

162 v1 = new Node[nl];
for (inti=0;i <nl;i++)
164 v1[i] = new Node("A" + (i+1), i);
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n2 = Integer.parselnt(input.readLine());
v2 = new Node[n2];
for (inti=0;i<n2;i++)

v2[i] = new Node("B" + (i+1), i);

int m = Integer.parselnt(input.readLine());
for (inti=0;i<m;i++) {
String line = input.readLine();
int s = line.indexOf(".", 0);
String a = line.substring(0, s);
String b = line.substring(s+1, line.length());
new Edge(v1[Integer.parselnt(a)],
v2[Integer.parselnt(b)]);
}

[*
Extension: it is possible to specify the names of the
nodes in the lines that follow the last edge. The
format is: one name per line, starting with the names
of the nodes in V1.

*/

for (inti=0;i < nl && input.ready(); i++) {

vl1[i].name = input.readLine();

}

for (inti=0;i < n2 && input.ready(); i++) {
v2[i].name = input.readLine();
}
} catch (IOException e) {
System.err.printIn("There_was_an_IO._error.while." +
"reading.the._file.—_aborting...");
System.exit(1);
} catch (NumberFormatException e) {
System.err.printIn("There_was_a_number._format_error_while." +
"reading.the._file.—_aborting...");

[
Produces a graphical LaTeX output of a graph. The output is an
Xy—pic matrix which can be included in another LaTeX document.

@param filename the LaTeX output will be saved here.
*
public void toLaTeX(String filename) {
toLaTeX(filename, false);

}
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[
Produces a graphical LaTeX output of a graph. The output is an
Xy—pic matrix which can be included in another LaTeX document.

@param filename the LaTeX output will be saved here.
@param only_pairs boolean that indicates whether the produced
graph should contain all the edges or only the pair edges.
*/
public void toLaTeX(String filename, boolean only_pairs) {
Enumeration enum = null;
String str = "\\xymatrix@!0{\n";
inti=0;
int extra_columns = §;
while (i <nl ||i < n2) {
if (i <nl) {
str +="__{\\rbox{" + v1[i].name + "\\;}" +
"\\"_+_v1[i].color.charAt(0)_+."box}";
if ('only_pairs) {
enum = v1[i].outEdges();
while (enum.hasMoreElements()) {
Edge e = (Edge)enum.nextElement();
Node n = e.to;
str +="_\\ar[" + (n.rankLaTeX — i) +

"o

)" + extra_columns + "].";

}

non,

str+=".";

for (int ¢ = 0; ¢ < extra_columns; c++) {
str +="&";

}

str+="_";

if (i <n2) {
enum = v2[i].outEdges();
while (enum.hasMoreElements()) {
Edge e = (Edge)enum.nextElement();
Node n = e.to;
str += "\\ar@={[thicker]}[" + (n.rankLaTeX — i) +
", =" + extra_columns + "].";
}
str += "{\\"u+._v2[i].color.charAt(0).+."circ"_+
"Wbox{\\;" + v2[i].name + "}}";
}

it++;
if (i <nl && nl >n2)|| (i <n2 && n2 > nl)) {
str += "_\W\n';
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str = str + "\nj\n";

BufferedWriter out;

try {
out = new BufferedWriter(new FileWriter(filename));
out.write(str);
out.close();
} catch (IOException e) {
System.err.printIn("There_was_an_IO_problem._with._the_file." +
filename + "_—_no.LaTeX_output_produced.");

[

Returns a string representation of the graph.
This should only be used when debugging.

@return an enumeration of the nodes in <i>V1</i> and <i>V2</i>.
*/
public String toString() {

Enumeration e = null;

String result = "Nodes._in.V1:\n";

for (inti=0;i < vl.length; i++) {
result = result + v1[i] + "\nocIn:l';

e = vl[i].inEdges();
while (e.hasMoreElements())
result = result + (Edge)e.nextElement() + ".";

result = result + "\n_.Out:.";
e = vl[i].outEdges();
while (e.hasMoreElements())

result = result + (Edge)e.nextElement() + ".";

result = result + "\n";

}
result = result + "Nodes_.in_.V2:\n";
for (inti=0;1i < v2.length; i++) {

result = result + v2[i] + "\n.oIn:ol";

e = v2[i].inEdges();
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while (e.hasMoreElements())
result = result + (Edge)e.nextElement() + ".";

result = result + "\n_.Out:_";

e = v2[i].outEdges();
while (e.hasMoreElements())
result = result + (Edge)e.nextElement() + ".";

result = result + "\n";

}

return result;

}
[

Get a string representation of the edges that are part of the
matching.

This is done by finding the edges that goes from V2 to V1. It

is done in <i>O</i>(<i>|V1|</i>) since we only have to ask each
node in V1 once to find out if there is an incoming edge. If

so, then it takes a constant amount of time to acquire the

edge.

@return a string representation of the edges in the matching,
or the empty string if the matching is the empty set.

*/

public String getMatches() {

",

String str ="";

for (inti=0;i<nl;i++) {
if (v1[i].inDegree() == 1) {
str +=",." + v1[i].anyInEdge().toString();
}
}

return str.substring(2);

)

} // BipartiteGraph

A.4 Node

Klassen Node er en af de feerdige klasser, men vi har dog tilfgjet lidt til den.
Det er helt centralt for algoritmen, at det er muligt at farve knuderne. Vi
har derfor tilfojet et feltet color af typen String til at gemme knudens farve.
Alle knuder starter med at veere hvide. P4 samme mdde har vi tilfojet feltet
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prev som indeholder den kant vi fulgte da vi besggte knuden. Feltet rank
indeholder knudens placering i enten V; eller V; og bruges kun af toLaTeX
til at generere graferne.

Man kunne sagtens have implementeret disse dekoreringer ved at lave
Node udvide en klasse der implementerer en public void set(String, Object)
til at seette disse dekoreringer, og en public Object get(String) metode til at
fa fat pa veerdien af en tidligere dekorering. Det ville heller ikke sendre pa
tidskompleksiteten, da antallet af dekoreringer ikke afheenger af antallet af
kanter eller antallet af knuder: der er hejst de tre naevnte dekoreringer.

Men i vores tilfeelde vil det bare gore tingene unedigt komplicerede at
skulle igennem et ekstra lag for at fa fat i informationerne.

Der er ogsa to nye metoder: anylnEdge og anyOutEdge og det retur-
nerer simpelthen en tilfeeldig indgdende eller udgaende kant. Her betyder
. tilfeeldig”” faktisk den forste kant, men det er ikke vigtigt i denne sam-
menheeng.

import java.util. Enumeration;

/>(->(-
A representation of a node. Created: Fri Mar 31 09:16:17 2000

@author Hans Kyndesgaard
@version 1
*/
public class Node {
Sequence out = new Sequence();
Sequence in = new Sequence();
/* The name of the node. %/
String name = "";
/* The rank used by the toLaTeX method in BipartiteGraph. #/
int rankLaTeX = 0;
String color = "white";
Edge prev = null;

/>(->(-
Creates a new Node.
@param name You can give each node a name. This name can be
very handy when debugging. <i>O</i>(<i>1</i>).
*
/
public Node(String name, int rankLaTeX) {
this.name = name;
this.rankLaTeX = rankLaTeX;

}
[

Get the outgoing edges.
@return an enumeration of all the edges going out of
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<code>this</code> node. <i>O</i>(<i>1</i>).
*
/
public Enumeration outEdges() {
return out.elements();

}
[

Returns a random outgoing edge.
@return an outgoing edge. <i>O</i>(<i>1</i>).
*/
public Edge anyOutEdge() {
return (Edge)out.elements().nextElement();

}
/**

Get the incoming edges.
@return an enumeration of all the edges going in to
<code>this</code> node. <i>O</i>(<i>1</i>).
*/
public Enumeration inEdges() {
return in.elements();

}
[

Returns a random incoming edge.
@return an incoming edge. <i>O</i>(<i>1</i>).
*/
public Edge anyInEdge() {
return (Edge)in.elements().nextElement();

}

[+ Get the number of incoming edges.
@return the number of edges going into <code>this</code> node.
<i>O</i>(<i>1</i>).

o

public int inDegree(){
return in.size();

}

[
Get the number of outgoing edges.
@return the number of edges going out of <code>this</code>
node. <i>O</i>(<i>1</i>)
*/
public int outDegree(){
return out.size();

}
[
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The string representation is just the given name.
<i>O</i>(<i>1</i>)
*
public String toString(){
return name + "_[" + color.charAt(0) + "]";

}

} // Node

A.5 Sequence

Den eneste eendring vi har lavet i klassen Sequence er, at vi har tilfojet en
removelLast metode. Den returnerer det sidste element hvis der er et, ellers
fdr man en fejl. Men denne metode kan man direkte bruge en Sequence
som en stak hvis man skulle fa brug for det — vi bruger removelast til
hurtigt at fa fat i og samtidig fjerne et vilkarligt element fra sekvensen.

import java.util. NoSuchElementException;

/>(->(-
A sequence. This is implemented using a double-linked list with
locators which means that most operations run in time <i>O</i>(<i>1</i>).

Created: Fri Mar 31 09:33:27 2000

@author Hans Kyndesgaard
@version 1
*/
public class Sequence {
private class SNode implements Locator{
SNode prev;
SNode next;
Object element;
boolean isContained,;

public SNode(SNode prev, SNode next, Object element){
this.prev = prev;
this.next = next;
this.element = element;
this.isContained = true;

}

public Object element(){
return this.element;

}

public Object container(){

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau



32

34

36

38

40

42

44

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

68

70

72

74

76

78

80

BILAG A. KILDEKODE 43

return Sequence.this;

}

public boolean isContained(){
return this.isContained;

}
} //SNode

SNode first;

SNode last;

Object stop = new Object();
int size;

[+ Constructs an empty sequence. <i>O</i>(<i>1</i>) #/
public Sequence() {

first = new SNode(null, null, stop);

last = new SNode(first, null, stop);

first.next = last;

}

public int size(){
return size;

}
/**

Inserts an object at the last posistion of the sequence.
<i>O</i>(<i>1</i>).
@param o the object to be insterted.
*
/
public Locator insertLast(Object o){
SNode n = new SNode(last.prev, last, 0);
n.prev.next = n;
n.next.prev =n;
size++;
return n;

}
[

Removes the last element in the sequence.
@throws NoSuchElementException if the sequence is empty.
@return the last element in the sequence.
*
/
public Object removeLast() {
if (size > 0) {
SNode n = last.prev;
Object obj = n.element;
n.prev.next = last;
last.prev = n.prev;
n.isContained = false;
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size——;
return obj;
} else {

throw new NoSuchElementException("The_Sequence._is_empty.");

}

[
Removes an element from the sequence given that elemnts
locator. <i>O</i>(<i>1</i>).
@param 1 The locator of the element to be removed.
*
/
public void remove(Locator 1){
if (1 instanceof SNode && l.isContained() && l.container() == this) {
SNode sn = (SNode) 1;
sn.prev.next = sn.next;
sn.next.prev = sn.prev;
sn.isContained = false;
size——;

[
Make a string representation of the sequence. It is just the
string representation of all the elements.
@return the constructed string.
*
/
public String toString(){
StringBuffer result = new StringBuffer("{");
java.util. Enumeration e = elements();
while (e.hasMoreElements()) {
result.append(e.nextElement().toString());
if (e.hasMoreElements()) {
result.append(",.");
)
}
result.append("}");
return result.toString();

)
/**

Makes an Enumeration of all the elements of the sequence. This
method uses <i>0</i>(<i>1</i>) time and so does all of the
methods of the constructed Enumeration.
@return the constructed enumeration
%/
public java.util. Enumeration elements(){
return new SEnumeration();

}
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private class SEnumeration implements java.util. Enumeration|
SNode current;
public SEnumeration(){
current = first.next;

)

public boolean hasMoreElements(){
return current != last;

}

public Object nextElement(){
if (hasMoreElements()) {
Object result = current.element;
current = current.next;
return result;
} else {
throw new NoSuchElementException("No.more_elements." +
"incEnumeration.");
}
}

} //SEnumeration

} // Sequence

A.6 Edge

Klassen Edge er ueendret.

[

A representation of an edge.
Created: Fri Mar 31 09:31:36 2000

@author Hans Kyndesgaard
@version 1
*/
public class Edge {
Node from;
Node to;
Locator fromLocator;
Locator toLocator;

/**
Creates an edge from the <code>from</code>—node to the
<code>to</code>-node. Even though the two nodes are adjacent
an edge will be made between them. <i>O</i>(<i>1</i>).
@param from The origin of the newly created edge.
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@param to The destination of the newly created edge.
*
/
public Edge(Node from, Node to) {

this.from = from;

this.to = to;

fromLocator = from.out.insertLast(this);

toLocator = to.in.insertLast(this);

}
[

Removes <code>this</code> edge. The data structures in the
nodes are updated accordingly. <i>O</i>(<i>1</i>).
o
public void remove(){
from.out.remove(fromLocator);
to.in.remove(toLocator);

}
[

Produce a stringrepresentation of a edge. This is just a pair
of node representations. <i>O</i>(<i>1</i>).

*/

public String toString(){

"non

return "(" + from + ",." + to +")";

}

} // Edge

A.7 Locator

Interfacet Locator er ueendret.

/**

*/

Locator.java
Created: Fri Mar 31 09:43:51 2000

@author Hans Kyndesgaard
@version 1

public interface Locator {

[

Returns the element. <i>O</i>(<i>1</i>).
@return the element associated with this locator.

%/
public Object element();
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[
Returns true if the element is still contained.
<i>O0</i>(<i>1</i>).

@return true if the element is still in a container.
*/

public boolean isContained();

[

Returns the container of the element. <i>O</i>(<i>1</i>).

@return the container of the element associated with this
locator.

*/

public Object container();

} // Locator

Copyright © 2002, Martin Geisler og Jérémy Auneau



